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Streszczenie

Spinowy efekt Halla cieszy się w ostatnich latach dużym zainteresowaniem, gdyż stwarza

możliwość manipulacji spinem elektronu tylko przy pomocy pola elektrycznego (bez obecności

pól magnetycznych i magnetycznych materiałów). To z kolei daje możliwość dalszej miniaturyza-

cji elementów elektronicznych, zwiększenie ich wydajności oraz przede wszystkim wykorzystanie

prądu spinowego na równi z prądem ładunkowym.

Procesy prowadzące do spinowego efektu Halla mają bezpośredni związek z charakterem

oddziaływania spin-orbita. Efekty związane ze spinowo zależnym rozpraszaniem (znane w litera-

turze jako skew scattering i side jump) wynikają z obecności w układzie domieszek, które gene-

rują oddziaływanie spin-orbita. Z kolei, tak zwane wewnętrzne oddziaływanie spinowo-orbitalne

wpływa na topologię struktury energetycznej. W tym przypadku mówimy o wewnętrznym lub

topologicznym spinowym efekcie Halla. Ten wkład do holowskiego przewodnictwa spinowego jest

bardzo istotny, gdyż zależy nie tylko od stanów elektronowych na poziomie Fermiego, ale także

od wszystkich stanów poniżej poziomu Fermiego. To oznacza, że prąd spinowy związany z wkła-

dem topologicznym do przewodnictwa spinowego, jako nie związany z procesami rozpraszania

mógłby być bezstratny.

Celem rozprawy było zbadanie jak różnego typu oddziaływania spinowo-orbitalne w czystym

układzie (bez domieszek i defektów) wpływają na transport spinowy (jak zachowuje się spinowe

przewodnictwo holowskie) oraz jak obecność domieszek/defektów modyfikuje ten transport.

W modelu dwuwymiarowego gazu elektronowego omówiono spinowy efekt Halla związany ze

stałym oddziaływaniem spin-orbita Rashby oraz Dresselhausa i pokazano jak obecność domieszek

wpływa na spinowe przewodnictwo holowskie. Rozszerzono zaproponowany przez Mahana i Han-

scha formalizm Keldysha na przypadek silnego oddziaływania spin-orbita. Stosując formalizm

Kubo-Stredy i diagramowy rachunek zaburzeń zbadano spinowy efekt Halla w dwuwymiarowym

gazie elektronowym z oddziaływaniem Dresselhausa oraz fluktuującym polem Rashby.

Rozważono, stosując teorię liniowej odpowiedzi i równowagowe funkcje Greena, topologiczny

spinowy efekt Halla dla atomowej monowarstwy grafenu i silicenu oraz dla podwójnej warstwy

grafenu. Pokazano m.in., że w silicenie oraz podwójnej warstwie grafenu z wewnętrznym od-

działywaniem spinowo-orbitalnym obserwuje się, w wyniku przyłożenia napięcia bramkującego,



przejście fazowe z fazy spinowego izolatora, ze stałą i skwantowaną wartością spinowego prze-

wodnictwa holowskiego dla położenia poziomu Fermiego wewnątrz przerwy energetycznej, do

fazy konwencjonalnego izolatora, z zerowym spinowym przewodnictwem holowskim dla poło-

żenia poziomu Fermiego w przerwie energetycznej. Dla pojedynczej warstwy grafenu zbadano

także wpływ fluktuacji pola Rashby na spinowy efekt Halla.

Zbadano również spinowy efekt Halla w układzie trójwymiarowym - w półprzewodnikach

IV-VI, dla których pokazano, że wkład topologiczny do przewodnictwa spinowego jest niezerowy i

w związku z tym, zgodnie ze wcześniejszymi przewidywaniami, półprzewodniki te również należą

do klasy spinowych izolatorów.
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Wstęp

Historia indukowanych oddziaływaniem spin-orbita poprzecznych efektów transportowych

sięga końca dziewiętnastego wieku, kiedy odkryto anomalny efekt Halla (AEH) w materiałach

ferromagnetycznych [1]. Główny wzrost zainteresowania tymi efektami nastąpił około 10 lat te-

mu, gdy zaobserwowano po raz pierwszy spinowy efekt Halla oraz odkryto izolatory topologiczne.

Możliwość indukowania prądem elektrycznym poprzecznej akumulacji spinowej zapostulo-

wana została na początku lat siedemdziesiątych ubiegłego wieku przez Dyakonova i Perela [2, 3].

Problem ten podjął następnie w 1999 roku Hirsh [4], który jako pierwszy nazwał ten efekt

spinowym efektem Halla (SEH). Teoretyczne rozważania dotyczące spinowego efektu Halla były

początkowo podyktowane badaniami nad anomalnym efektem Halla, którego źródłem są te same

procesy fizyczne.

Pierwsza teoria próbująca wyjaśnić AEH została zaproponowana przez Karplusa i Luttin-

gera [5], którzy założyli, że efekt wynika z ogólnych właściwości jakie posiada elektron porusza-

jący się w idealnie periodycznej sieci. Okazuje się, że elektron poruszający się w periodycznym

potencjale oprócz prędkości grupowej posiada również wkład związany z międzypasmowymi ele-

mentami macierzowymi operatora prędkości - tzw. prędkość anomalną, która jest kluczowa w

AEH. Teoria ta początkowo spotkała się z dużym sceptycyzmem, ale zyskała na wartości po

odkryciu fazy Berry’ego [6] i jej powiązaniu przez Sundarama i Niu [7] z prędkością anomalną.

Teoria Karplusa i Luttingera została skrytykowana przez Smita [8, 9], który założył, że

rozpraszanie na domieszkach jest kluczowe i wprowadził do opisu AEH proces rozproszeniowy

typu skew scattering . W trakcie tego procesu, w wyniku rozpraszania następuje zależne od spinu

odchylenie średniej trajektorii elektronu. Innym spinowo-zależnym procesem rozproszeniowym

jest wprowadzony przez Bergera side jump [10, 11]. W wyniku tego procesu, następuje lateralne

przesunięcie średniej trajektorii elektronu w trakcie aktu rozpraszania.

Tak więc, chociaż źródło prądu spinowego (lub akumulacji spinowej) w zależności od sytu-

acji fizycznej i badanego materiału może być inne, to obecnie bezdyskusyjnie uważa się, że za

SEH odpowiedzialne są spinowo-zależne procesy rozproszeniowe, których źródłem są domieszki

generujące oddziaływanie spin-orbita w układzie (procesy typu skew scattering i side jump) oraz

1



Wstęp 2

topologia struktury energetycznej, która powoduje, że nośniki ładunku w polu elektrycznym zy-

skują dodatkowy przyczynek do prędkości (prędkość anomalna) opisany matematycznie poprzez

tzw. krzywiznę Berry’ego [6, 7].

Dynamiczny rozwój badań nad SEH rozpoczął się po 2004 roku, gdy po raz pierwszy uda-

ło się ten efekt zaobserwować [12]. Dwa lata później pokazano, że SEH jest mierzalny również

w temperaturach pokojowych, co pozwoliło myśleć o praktycznym wykorzystaniu tego efektu.

Obecnie prowadzone są badania teoretyczne oraz eksperymentalne nad SEH, zarówno w ukła-

dach półprzewodnikowych jak i metalicznych, mające na celu dokładne zrozumienie procesów

prowadzących do tego efektu oraz jego zastosowanie w rozwiązaniach praktycznych - jako narzę-

dzie eksperymentalne w badaniach transportu spinowego lub przy konstruowaniu tzw. urządzeń

spintronicznych nowej generacji pracujących właśnie w oparciu o SEH. Efekt już stał się jed-

nym z narzędzi umożliwiających detekcję prądu spinowego i spinowej polaryzacji, a także został

wykorzystany w badaniach dotyczących indukowanej prądem dynamiki spinowej [13]. SEH miał

też istotne znaczenie w pomiarze spinowego efektu Seebecka [14].

Prąd spinowy indukowany przez tzw. wkład topologiczny do spinowego efektu Halla, jako

nie związany z procesami rozpraszania, mógłby być bezstratny. W tym kontekście rozpoczęto

badania nad tzw. izolatorami spinowymi [15], a więc materiałami w których możliwe jest obser-

wowanie prądu spinowego nawet gdy potencjał chemiczny leży wewnątrz przerwy energetycznej.

Ten kierunek badań przyczynił się z kolei do odkrycia kwantowego spinowego efektu Halla i

topologicznych izolatorów [16–18].

Spinowy efekt Halla jest więc jednym z bardziej aktualnych problemów fizyki fazy skon-

densowanej. Poza motywacjami czysto poznawczymi, związanymi z badaniem i wyjaśnieniem

procesów spinowo-zależnego transportu, w efekcie tym upatruje się także szanse na konstru-

owanie układów nowej generacji (takich jak np. tranzystory spinowe), które pozwolą na dalszą

miniaturyzację elementów elektronicznych, zwiększenie ich wydajności oraz wykorzystanie prą-

du spinowego na równi z prądem ładunkowym (w czym upatruje się zmniejszenie strat energii).

SEH przyczynił się także do badania szeregu nowych poprzecznych efektów transportowych,

takich jak spinowy i anomalny efekt Nernsta [19–21], czy indukowany termicznie magnonowy

efekt Halla [22].

Celem rozprawy było teoretyczne zbadanie spinowego efektu Halla w wybranych mode-

lowych układach. Zasadniczym problemem było wyjaśnienie jak różnego typu oddziaływania

spinowo-orbitalne w czystym układzie (bez domieszek lub defektów) wpływają na spinowe prze-

wodnictwo holowskie oraz jak obecność domieszek/defektów modyfikuje ten transport. W przy-

padku gdy potencjał chemiczny znajduje się w przerwie energetycznej, możliwe jest obserwowanie

skończonego przewodnictwa spinowego, które zdeterminowane jest przez efekty topologiczne. Je-

śli jednak potencjał chemiczny znajduje się wewnątrz pasma, efekty rozproszeniowe mogą silnie
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modyfikować przewodnictwo spinowe. Wpływ efektów rozproszeniowych zależy od rodzaju i wy-

miarowości układu. Jednakże wkład od domieszek znika w układach balistycznych, gdzie SEH

zależy tylko od topologii struktury energetycznej (mezoskopowy/topologiczny SEH).

Ponieważ efekty topologiczne silnie zależą od struktury pasmowej, istotny jest wybór odpo-

wiedniego materiału. Półprzewodniki charakteryzują się długim czasem koherencji spinowej (w

temperaturach pokojowych jest on trzy rzędy wielkości dłuższy aniżeli w metalach), co ułatwia

badanie transportu spinowego i jednocześnie stwarza możliwości konstrukcji urządzeń elektro-

nicznych opartych na transporcie spinowym. Złożona struktura energetyczna i silne oddziały-

wanie spinowo-orbitalne różnego typu (wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita, oddziaływanie

spin-orbita typu Rashby i Dresselhausa) generowane zarówno poprzez sieć krystaliczną, obec-

ność domieszek, jak również poprzez asymetrię wynikającą z geometrii układu powodują, że

struktury półprzewodnikowe stwarzają wiele możliwości i są atrakcyjne z punktu widzenia ba-

dań dotyczących SEH. Szczególne znaczenie w przypadku SEH mają półprzewodniki w których

obserwuje się przewodnictwo spinowe mimo że przewodnictwo ładunkowe znika (tzw. izolatory

spinowe) [15]. Do grupy izolatorów spinowych możemy zaliczyć, poza intensywnie badanymi w

ostatnich latach półprzewodnikami II-VI, również półprzewodniki IV-VI oraz grafen w obszarze

półprzewodzącym. Oba typy materiałów charakteryzuje nieparaboliczna zależność dyspersyjna,

w której niskoenergetyczne stany elektronowe mogą być opisane przy pomocy relatywistycznego

równania Diraca.

Rozprawa została podzielona na pięć części. Pierwsza część ma za zadanie wprowadzenie w

tematykę pracy. Znajduje się w niej omówienie mechanizmów prowadzących do spinowego efektu

Halla, wprowadzona jest także definicja prądu spinowego i metody wykorzystane do obliczenia

spinowego przewodnictwa holowskiego. W części tej omówione zostały także ważniejsze prace

eksperymentalne, które ilustrują nie tylko sposób pomiaru SEH ale także możliwości zastosowa-

nia tego efektu jako narzędzia pomiarowego - wykorzystywanego do generacji i detekcji prądów

spinowych. Część druga poświęcona jest spinowemu efektowi Halla w dwuwymiarowym gazie

elektronowym i złożona jest z trzech rozdziałów (rozdziały 3-5). Pierwszy z nich - Rozdział 3

to wsparty rachunkami przegląd literatury dotyczący spinowego efektu Halla w dwuwymiaro-

wym gazie elektronowym. Zebrane zostały w nim wyniki dotyczące zarówno SEH indukowanego

oddziaływaniem spin-orbita Rashby i Dresselhausa, jak również roli domieszek w tym efekcie.

Rozdział ten ma również za zadanie wprowadzenie i szersze zobrazowanie metod stosowanych w

obliczeniach spinowego przewodnictwa holowskiego. Rozdział 4 prezentuje model i wyniki otrzy-

mane w ramach formalizmu Keldysha w przybliżeniu półklasycznych równań kinetycznych. W

Rozdziale 5 omówiony został wpływ fluktuującego pola Rashby na spinowe przewodnictwo ho-

lowskie. Trzecia część rozprawy (rozdziały 6-9) dotyczy spinowego efektu Halla w grafenie i silice-

nie. W Rozdziale 6 omówiony został wkład topologiczny do spinowego efektu Halla, pochodzący

od tzw. wewnętrznego oddziaływania spin-orbita grafenu oraz od oddziaływania spin-orbita ty-

pu Rashby, w ramach modelu ciasnego wiązania oraz modelu Kane’a, który pozwolił otrzymać
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analityczne wyrażenia na spinowe przewodnictwo holowskie. Rozdział 7 opisuje wkład topolo-

giczny do spinowego przewodnictwa holowskiego w podwójnej warstwie grafenowej w obecności

wewnętrznego oddziaływania spin-orbita oraz napięcia bramkującego prostopadłego do płasz-

czyzny warstw. Rozdział ten, chociaż dotyczy głównie podwójnej warstwy grafenowej w tzw.

konfiguracji AB (zarówno w modelu ciasnego wiązania oraz w modelu efektywnym), to na jego

końcu omówione zostało spinowe przewodnictwo holowskie w podwójnej warstwie grafenowej w

konfiguracji AA (w modelu efektywnym). W Rozdziale 8 omówiony jest spinowy efekt Halla w

grafenie indukowany fluktuacjami oddziaływania spin-orbita typu Rashby. Rozdział 9 zawiera

wyniki dla silicenu z wewnętrznym oddziaływaniem spinowo-orbitalnym i w obecności napięcia

bramkującego prostopadłego do jego płaszczyzny. Na zakończenie, w części czwartej omówiony

został spinowy efekt Halla w układzie trójwymiarowym. Rachunki zostały wykonane w ramach

efektywnego modelu Dimmocka, który opisuje niskoenergetyczne stany elektronowe w półprze-

wodnikach IV-VI. Na końcu rozprawy umieszczono także podsumowanie niniejszej pracy oraz

dodatek.



Część I

Wprowadzenie do fizyki spinowego

efektu Halla

5



Rozdział 1

Efekty Halla indukowane

oddziaływaniem spin-orbita

1.1 Efekty Halla w układach z oddziaływaniem spin-orbita

W 1879 roku Edwin Hall zaobserwował zjawisko, które dziś nosi jego imię [23]. Jeśli do ukła-

du, w którym płynie prąd, przyłożymy zewnętrzne pole magnetyczne, skierowane dla uprosz-

czenia prostopadle do kierunku przepływu prądu, to w wyniku działania na nośniki prądu siły

Lorentza na przeciwległych brzegach płytki pojawią się pewne nadmiarowe ładunki przestrzen-

ne o przeciwnych znakach, a co za tym idzie pewne poprzeczne pole elektryczne równoważące

działanie siły Lorentza (rys. 1.1(a)). Już bardzo proste rachunki pozwalają pokazać, że opor-

ność prądu, jaki popłynąłby gdyby zewrzeć oba krańce płytki, wykazuje proporcjonalność do

zewnętrznego pola magnetycznego.

Jak się jednak okazało, w układach wykazujących uporządkowanie magnetyczne oporność

holowska zawiera dodatkowy składnik proporcjonalny do magnetyzacji w układzie i nie znika na-

wet w zerowym polu magnetycznym [1]. Ten dodatkowy przyczynek do przewodnictwa związany

jest właśnie z anomalnym efektem Halla. którego źródłem jest silne oddziaływanie spin-orbita w

obecności polaryzacji spinowej w układzie. Oddziaływanie spin-orbita powoduje m. in., że rozpra-

szanie elektronów na domieszkach staje się spinowo-zależne. Elektrony o przeciwnych spinach, w

trakcie poruszania się w polu elektrycznym, odchylane są w przeciwnych kierunkach, co w przy-

padku układów uporządkowanych magnetycznie prowadzi do pojawienia się niezrównoważonego

ładunku przestrzennego na brzegach próbki, a więc do pojawienia się napięcia holowskiego (rys.

1.1(b)).

Jeśli układ nie jest spinowo-spolaryzowany (w układzie jest tyle samo nośników ze spinem

„w górę” co ze spinem „w dół”), to w wyniku tych samych procesów rozproszeniowych, choć

6
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

 E

 E

Rysunek 1.1: Klasyczny efekt Halla (a), anomalny efekt Halla (b), spinowy efekt Halla (c), od-
wrotny spinowy efekt Halla (d), spinowy efekt Nernsta (e), kwantowy efekt Halla oraz kwantowy

spinowy efekt Halla (f). Rysunek (f) pochodzi z [24].

nie wyindukuje się napięcie holowskie, to jednak na przeciwnych brzegach próbki pojawi się

akumulacja spinowa (rys. 1.1(c)). Efekt ten nazywamy spinowym efektem Halla. Istnieje także

odwrotny spinowy efekt Halla - jeśli przez układ przepływa prąd spinowy, wówczas w wyniku

oddziaływania spin-orbita indukuje się poprzeczny prąd elektryczny (rys. 1.1(d)).

Wiele efektów takich jak wstrzykiwanie spinu, czy propagacja prądów spinowych może być

generowana gradientem temperatury (rys. 1.1(e)). Poprzez analogię do anomalnego i spinowego

efektu Halla możemy spodziewać się takich spinowych efektów termoelektrycznych, w których

gradient temperatury w wyniku oddziaływania spin-orbita będzie indukował poprzeczną aku-

mulację spinową i/lub prądy spinowe. Mówimy w tej sytuacji o anomalnym (gdy układ wykazuje

polaryzację spinową) lub spinowym efekcie Nernsta.

Dla porządku wspomnijmy, że podobnie jak klasyczny efekt Halla, tak i spinowy efekt

Halla ma swój kwantowy odpowiednik. W przypadku kwantowego (całkowitego) efektu Halla

mamy do czynienia z pojawieniem się skwantowanych wartości przewodnictwa holowskiego w

dwuwymiarowych układach znajdujących się w silnym polu magnetycznym, co związane jest

z pojawieniem się w układzie chiralnych stanów brzegowych (elektrony propagują w jednym

kierunku wzdłuż danego brzegu) (rys. 1.1(f)). W kwantowym spinowym efekcie Halla obserwuje

się skwantowanie wartości przewodnictwa spinowego w układzie z oddziaływaniem spin-orbita.

W tym przypadku transport odbywa się poprzez tzw. helikalne stany brzegowe (elektrony o

przeciwnych spinach propagują się w przeciwnych kierunkach wzdłuż danego brzegu płytki),

które wbudowują się w przerwę energetyczną tzw. kwantowego izolatora topologicznego.
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1.2 Mikroskopowe mechanizmy prowadzące do spinowego efek-

tu Halla

Możliwość indukowania prądem elektrycznym poprzecznej akumulacji spinowej zapostulo-

wana została na początku lat siedemdziesiątych ubiegłego wieku [2, 3]. Teoretyczne rozważania

dotyczące SEH były początkowo podyktowane badaniami dotyczącymi anomalnego efektu Halla

(AEH) [25, 26], którego źródłem są te same procesy fizyczne co SEH. W ogólności, procesy pro-

wadzące do indukowanych oddziaływaniem spin-orbita poprzecznych efektów transportowych

mają bezpośredni związek z charakterem oddziaływania spinowo-orbitalnego. Poniżej omówimy

te procesy w języku półklasycznym.

Pierwsza grupa procesów związana jest z rozpraszaniem elektronów na domieszkach, które

generują oddziaływanie spin-orbita w układzie.

Proces typu skew scattering

W obecności sprzężenia spin-orbita cząstki niosące spin są rozpraszane asymetrycznie na

potencjale domieszki. Amplituda pakietu falowego staje się anizotropowa - zależy od względnych

kierunków fal padającej i rozproszonej oraz od spinu. W wyniku aktu rozpraszania następuje od-

chylenie średniej trajektorii elektronu o zależny od spinu kąt, rzędu 10−2 rad., tak jak to zostało

przedstawione na rysunku 1.2(a) [27]. Rysunek 1.2(b) opisuje sytuację, w której elektron jest

rozpraszany na ujemnie naładowanym centrum. W układzie odniesienia związanym z porusza-

jącym się elektronem pojawia się efektywne pole magnetyczne B ∼ v × E (E pole elektryczne
pochodzące od naładowanej domieszki, v - prędkość elektronu). To pole jest prostopadłe do

płaszczyzny, w której leży trajektoria i ma przeciwny zwrot dla elektronów poruszających się

w prawo i w lewo. To efektywne pole magnetyczne jest oczywiście niejednorodne w przestrzeni

ponieważ pole E pochodzące od domieszek jest niejednorodne, a prędkość v zmienia się wzdłuż

trajektorii ruchu. W związku z tym, na elektron niosący spin działa spinowo-zależna siła [28],

która jest proporcjonalna do gradientu z energii Zeemana 2µBB · S i prowadzi do asymetrycz-
nego, ze względu na spin, rozpraszania. Proces typu skew scattering został wprowadzony do

teorii anomalnego efektu Halla po raz pierwszy przez Smita [8, 9]. Jest to proces trzeciego rzędu

względem potencjału rozpraszającego, a zatem, chcąc go uwzględnić w rachunkach należy wyjść

poza przybliżenie Borna [25, 29, 30].

Proces typu side jump

Proces typu side jump został wprowadzony przez Bergera [10, 11] i opisuje lateralne prze-

sunięcie pakietu falowego (rzędu 10−11m) w wyniku aktu rozpraszania [27] (rys. 1.2(c)). Efekt
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(a)

(b)

(c)

(d)

Rysunek 1.2: Schematyczne przedstawienie procesów typu skew scattering (a), (b) i side jump
(c). W ogólnym przypadku podczas rozparaszania mogą zachodzić oba procesy (d). Rysunki (a)

i (c) pochodzą z pracy [27], rysunek (b) pochodzi z [28], a rysunek (d) z [29].

ten jest także spinowo-zależny. W ogólności, w układzie zachodzą oba procesy rozproszeniowe

- skew scattering i side jump. Side jump nie modyfikuje jednak kąta rozpraszania na dużych

odległościach i w tym sensie nie modyfikuje efektów związanych z procesem typu skew scattering

(rys.1.2 (d)). Lateralne przesunięcie pakietu falowego, prowadzi do pojawienia się dodatkowej

składowej wektora prędkości - tzw. prędkości anomalnej oraz do anomalnej poprawki do funk-

cji rozkładu [31]. Uwzględniając te poprawki w równaniu Boltzmanna (lub w formule Kubo)

otrzymamy wkład do przewodnictwa pochodzący od procesu typu side jump [25, 29, 30].

Topologia struktury pasmowej

Wzrost zainteresowania zarówno anomalnym jak i spinowym efektem Halla nastąpił po od-

kryciu fazy Berry’ego [6], co umożliwiło reinterpretację pierwszych teorii dotyczących AEH [5, 7].

Okazało się, że za SEH odpowiedzialne są nie tylko procesy rozproszeniowe ale także topologia

struktury pasmowej, która w obecności wewnętrznego oddziaływania spin-orbita ulega mody-

fikacji. W skład efektywnego hamiltonianu dla elektronu poruszającego się w periodycznym

potencjale wchodzą poprawki relatywistyczne, które zawierają również wkład od oddziaływania

spin-orbita. Człon związany z oddziaływaniem spin-orbita modyfikuje blochowską funkcję falo-

wą. Jak się okazuje, w wyniku przyłożenia zewnętrznego pola elektrycznego następuje mieszanie

się stanów z różnych pasm i w konsekwencji pojawia się dodatkowy wkład do prędkości (prędkość

anomalna), który wyraża się poprzez krzywiznę Berry’ego [7, 25].

Efekty topologiczne stały się ważnym problemem w rozważaniach teoretycznych dotyczą-

cych SEH. Pokazano, że wkład do przewodnictwa związany z efektami topologicznymi zależy nie

tylko od stanów elektronowych na poziomie Fermiego ale również od wszystkich stanów poniżej
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poziomu Fermiego. Badania nad topologicznym SEH zapoczątkowały intensywne badania nad

izolatorami spinowymi, w których spinowe przewodnictwo holowskie jest niezerowe nawet gdy

poziom Fermiego leży wewnątrz przerwy energetycznej.

1.3 Prąd spinowy i spinowe przewodnictwo w spinowym efekcie

Halla

Kluczowym zagadnieniem elektroniki spinowej jest wypracowanie efektywnych metod gene-

rowania prądu spinowego i manipulowania pojedynczym spinem. Niezbędny jest również popraw-

ny formalizm pozwalający opisać zjawiska generowane prądem spinowym. Gdy spin (lub jego rzut

na zadany kierunek) jest zachowany, prąd spinowy może być zdefiniowany jako różnica pomię-

dzy prądami ładunkowymi, których nośniki znajdują się w różnych stanach spinowych1 [32–34].

Dwukanałowy model Motta [32] opisujący transport elektronowy w ferromagnetycznych meta-

lach opiera się na niezależnych prądach niosących spin „w górę” i „w dół”. Konsekwencją modelu

Motta jest więc zdefiniowanie gęstości operatora prądu spinowego w następującej postaci:

jsn =
1
2
[v, sn]+ ; (1.1)

gdzie operator prędkości v = 1
~
∇kH (H oznacza hamiltonian opisujący rozważany układ), n-

ta składowa spinu: sn = ~

2σn, która wyrażona jest przez odpowiednią macierz Pauliego σn

(n = x, y, z).

W obecności oddziaływania spin-orbita całkowity spin nie jest zachowany. W związku z

tym prąd spinowy zdefiniowany równaniem (1.1) nie spełnia definicji prądu w sensie twierdzenia

Noether lub, innymi słowy, nie spełnia równania ciągłości bez dodatkowych źródeł:∂Sn∂t +∇·Jsn =
0.

Shi i in. [35] zaproponowali definicję prądu spinowego uwzględniającą spinowy moment siły.

Autorzy rozważyli cząstkę, której stan opisuje spinor ψ(r). Wówczas równanie ciągłości można

zapisać następująco [35]:
∂Sz
∂t
+∇ · Jsz = Tz , (1.2)

gdzie zgodnie z definicją operatora spinu Sz = ψ†(r)szψ(r), gęstość prądu spinowego zdefi-

niowana jest w następujący sposób Jsz = ψ†(r)12 [v, sz]+ ψ(r), natomiast moment siły: Tz =
Reψ†(r)τψ(r), gdzie operator momentu siły: τ = ∂sz∂t = − i~ [sz,H]−.
1W przypadku elektronów o spinie ~/2, których składowa sz = ±~/2, prąd spinowy będzie zdefiniowany jako

różnica między prądem nośników ze spinem „w górę” (+~/2) i prądem nośników ze spinem „w dół” (−~/2):
Is =

~

2e
(I↑ − I↓), w przypadku materiałów magnetycznych (ferromagnetyczne metale, magnetyczne półprzewod-

niki) stosuje się definicję Is =
~

2e
(I+ − I−) gdzie indeks ± definiuje odpowiednio prąd związany z większościowy-

m/mniejszościowym spinem w układzie.
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Jeśli średni moment siły znika 1V
∫

dV T (r) = 0, co jest ogólnie słuszne w reżimie liniowej od-
powiedzi dla układów z zachowaną symetrią względem inwersji przestrzennej, a także dla wielu

układów bez symetrii względem inwersji, w których znika średni moment siły związany z pewną

składową spinu 2, to możemy zapisać gęstość momentu siły jako dywergencję z gęstości dipolo-

wego momentu siły Pτ (r) [35]:

T (r) = −∇ ·Pτ (r). (1.3)

Wstawiając (1.3) do (1.2) dostajemy:

∂Sz
∂t
+∇ · J sz = 0 . (1.4)

W tym równaniu J sz = Jsz +Pτ jest zrenormalizowaną, efektywną gęstością prądu spinowego.
Na podstawie powyższego rozważania, autorzy zapostulowali definicję operatora gęstości prądu

spinowego w postaci [35]:

j̃sz =
d

dt
(rsz) . (1.5)

Wyrażenie to, w porównaniu z konwencjonalną definicją (1.1), zawiera dodatkowy człon: rdszdt =

− i
~
r [sz,H]−, który wyraża fakt, że spin w układzie nie jest zachowany i powoduje, że zdefiniowa-

na powyżej efektywna gęstość prądu spinowego J sz jest wielkością zachowaną. Posługiwanie się
gęstością prądu spinowego, która jest wielkością zachowaną, jest szczególnie istotne, gdy chcemy

połączyć prąd spinowy, który płynie przez układ z akumulacją spinową na jego brzegach.

Posługiwanie się gęstością prądu spinowego daną przez (1.1) jest fizycznie dopuszczalne i

szeroko stosowane w literaturze, natomiast matematycznie nie ma ona sensu gęstości „prądu”

(jako wielkości spełniającej równanie ciągłości bez dodatkowych źródeł). Problem definicji prądu

spinowego był dyskutowany w literaturze [35, 36, 40, 41]. Do tej pory nie została wprowadzona

jedna - ogólnie przyjęta definicja. W niniejszej pracy stosowana będzie więc konsekwentnie de-

finicja prądu spinowego dana przez operator (1.1), niemniej jednak należy zdawać sobie sprawę

z jej ograniczeń3.

Standardowym podejściem w obliczeniach SEH jest zastosowanie w limicie liniowej odpo-

wiedzi równowagowych funkcji Greena (Formuła Kubo [43]) oraz diagramowego rachunku za-

burzeń [44, 45]. Powszechnie stosuje się również formalizm oparty o nierównowagowe funkcje

Greena czy równanie kinetyczne Boltzmanna [44–48]. W zależności od rozważanego problemu

równowagowe lub nierównowagowe funkcjie Greena stosuje się także w połączeniu z formalizmem

Landauera-Buttikera oraz kwantowym równaniem Boltzmanna. W przypadku tzw. wewnętrzne-

go lub topologicznego wkładu do przewodnictwa w SEH stosuje się także formalizm związany z

fazą Berry’ego [6, 7].

2Tak jest w wielu układach w których badano SEH, np. [36–39]
3Spinowy efekt Halla w dwuwymiarowym gazie elektronowym z oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby w

obecności domieszek dla obu definicji prądu spinowego: (1.1) i (1.5) był szczegółowo analizowany np. w pracy
Sugimoto i in. [42].
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W niniejszej pracy do opisu SEH wykorzystany zostanie głównie formalizm równowagowych

funkcji Greena oraz diagramowy rachunek zaburzeń. W Rozdziale 4 wykorzystana zostanie meto-

da równania kinetycznego i formalizm Keldysha. Formalizm zawarty w tym rozdziale, omówiony

w kontekście wyznaczania przewodnictwa spinowego w SEH, stanowi rozszerzenie metody za-

proponowanej przez Mahana [47] na przypadek transportu w układzie z silnym oddziaływaniem

spin-orbita.

W przypadku równowagowych funkcji Greena punktem wyjścia jest operator gęstości prądu

spinowego dany przez (1.1). Kwantowo-mechaniczna wartość średnia tego operatora dana jest

równaniem:

jsni (t) = −i
e~

4
Tr
∑

k

[vi, σn]+Gk(t, t+ δ) (1.6)

Jeśli, w powyższym wyrażeniu, rozwiniemy funkcję Greena względem zaburzenia, jakim jest

zewnętrzne pole elektryczne: Hint = −evjAj (Aj - składowa wektora potencjału elektromagne-
tycznego) oraz wykonamy transformatę Fouriera, to w limicie liniowej odpowiedzi otrzymamy:

jsni (ω) =
e~2

4ω
EjTr

∫

dε

2π

∫

dDk

(2π)D
[vi, σn]+Gk(ε+ ω)vjGk(ε) , (1.7)

gdzie D jest równe 1, 2 lub 3 w zależności od wymiarowości układu. W związku z powyższym,

przewodnictwo spinowe w spinowym efekcie Halla możemy zapisać w następującej postaci:

σsnij (ω) =
e~2

4ω
Tr
∫

dε

2π

∫

dDk

(2π)D
[vi, σn]+Gk(ε+ ω)vjGk(ε) . (1.8)

Powyższe wyrażenie na przewodnictwo spinowe w limicie ω → 0 jest równoważne z formułą typu
Kubo-Stredy4[52–55]. Okazuje się, że pozadiagonalny element tensora przewodnictwa spinowego

możemy zapisać jako sumę dwóch składników:

σsnij = σ
sn I
ij + σ

sn II
ij . (1.9)

Pierwszy z nich, σsn Iij , związany jest ze stanami na powierzchni Fermiego. Będzie więc on silnie

zależał od efektów związanych z obecnością w układzie domieszek, defektów oraz od związanych

z nimi efektów rozproszeniowych. σsn Iij zwykle zapisuje się jako sumę [27, 49–51]:

σsn Iij = σ
sn I(a)
ij + σsn I(b)ij : (1.10)

4Analogiczne do (1.8) wyrażenie, zawierające zamiast operatora gęstości prądu spinowego operator gęstości
prądu ładunkowego, powszechnie stosuje się w obliczeniach anomalnego efektu Halla i również, w limicie ω → 0,
daje się sprowadzić do formuły Kubo-Stredy [27, 49–51].
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gdzie [27, 49–51]:

σ
sn I(a)
ij =

e~

2π
Tr
∫

d2k

(2π)2
〈ĵsni GR(µ)v̂yGA(µ)〉 , (1.11)

σ
sn I(b)
ij = − e~

4π
Tr
∫

d2k

(2π)2
〈ĵsni GR(µ)v̂yGR(µ) + ĵsni GA(µ)v̂yGA(µ)〉 . (1.12)

Składnik σsn IIij zawiera natomiast wkład od wszystkich stanów poniżej poziomu Fermiego i

przyjmuje postać[27, 49–51]:

σsn IIij =
e~

4π
Tr
∫

dεf(ε)

〈

ĵsni G
R(ε)v̂y

∂GR(ε)
∂ε

− ĵsni
∂GR(ε)
∂ε

v̂yG
R(ε)

−ĵsni
∂GA(ε)
∂ε

v̂yG
A(ε) + ĵsni G

A(ε)v̂y
∂GA(ε)
∂ε

〉

. (1.13)

W powyższych wyrażeniach GR/A(µ) oznaczają odpowiednio opóźnioną i przedwczesną funkcję

Greena, liczone na poziomie Fermiego, a 〈...〉 oznacza uśrednianie po konfiguracjach domieszek.
Ponieważ σsn IIij zawiera iloczyny złożone tylko z opóźnionych lub tylko z przedwczesnych funkcji

Greena, więc poprawki od domieszek do tego wyrażenia będą bardzo małe i w konsekwencji,

w limicie małej koncentracji domieszek - słabego rozpraszania, tylko wolna od domieszek część

σsn IIij jest istotna. Z tych samych powodów σsn I(b)ij , w limicie słabego rozpraszania, często wy-

nosi dokładnie zero albo jest bardzo mała i nie wpływa jakościowo na otrzymywane wyniki [45].

Składnikiem dominującym w σsn Iij , jest więc σ
sn I(a)
ij , który możemy wyznaczyć przy pomocy dia-

gramów Feynmana. Rysunek 1.3 przedstawia przykładowe diagramy jakie będą nas interesować

podczas wyznaczania przewodnictwa w spinowym efekcie Halla. Prawy wierzchołek tych dia-

gramów związany jest z efektami jakie zachodzą w wyniku przyłożenia pola elektrycznego (np.

przyspieszenie pakietu falowego, sprzężenie pola elektrycznego z oddziaływaniem spin-orbita i w

efekcie mieszanie stanów z różnych podpasm), lewy wierzchołek stanowi natomiast odpowiedź

układu na ten efekt. W naszym przypadku lewy wierzchołek będzie więc odpowiadał poprzeczne-

mu prądowi spinowemu związanemu z SEH. Istotnym wkładem do wewnętrznego/topologicznego

spinowego przewodnictwa holowskiego jest diagram podstawowy (ang. bare bubble), który zło-

żony jest z opóźnionej i przedwczesnej funkcji Greena (na rysunku reprezentowane przez linie

ciągłe łączące wierzchołki diagramu) wyznaczonej na podstawie hamiltonianu niezaburzonego

(bez potencjału generowanego przez domieszki). Wkład od domieszek może zostać uwzględniony

poprzez sumowanie diagramów drabinkowych zawierający diagramy związane z rozpraszaniem

nie tylko na pojedynczej domieszce, ale także z rozpraszaniem, w którym bierze udział większa

liczba domieszek (linia przerywana na diagramie odpowiada potencjałowi od domieszki). Wkład

od diagramów drabinkowych może zostać uwzględniony poprzez funkcję wierzchołkową. Jeśli

domieszki są źródłem oddziaływania spin-orbita wówczas pojawiają się spinowo-zależne procesy

rozproszeniowe (typu skew scattering i side jump), które również dają wkład do przewodnictwa

spinowego w SEH. Procesy te mogą zostać opisane przez pary sprzężonych ze sobą diagramów,
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Rysunek 1.3: Diagramy Feynmana wykorzystywane w obliczeniu przewodnictwa spinowego w
spinowym efekcie Halla.

które również zostały przedstawione na rys. 1.3. W diagramach tych prawy wierzchołek związany

jest z pojawiającą się w wyniku oddziaływania spin-orbita anomalną prędkością. Poszczególne

diagramy zostaną szerzej omówione w dalszych rozdziałach podczas omawiania poszczególnych

wkładów do holowskiego przewodnictwa spinowego.

Tak zwany wewnętrzny (topologiczny) wkład do przewodnictwa w SEH jest związany z we-

wnętrznym oddziaływaniem spin-orbita, które wpływa na topologię struktury pasmowej układu.

Będzie więc on sumą wkładu od stanów poniżej poziomu Fermiego σsn,IIji oraz wkładu od stanów

na poziomie Fermiego σsn,Ipji , który jest reprezentowany przez diagram podstawowy:

σsn intrij = σsn,Ipji + σsn,IIji . (1.14)

Pozostałe diagramy wchodzące w skład σsn,Iji będą uwzględniały wkład od domieszek i procesów

rozproszeniowych. Przedstawienie holowskiego przewodnictwa spinowego przy pomocy formuły

Kubo-Stredy jest wygodne szczególnie, gdy chcemy badać niezależnie poszczególne wkłady do

przewodnictwa w SEH.



Rozdział 2

Przegląd eksperymentalnych metod

badania spinowego efektu Halla

Prosty oraz odwrotny spinowy efekt Halla jest obecnie powszechnie stosowany do generacji

oraz detekcji prądów spinowych i polaryzacji spinowej, mimo że od pierwszych pomiarów SEH

upłynęło niecałe dziesięć lat [12]. Indukowane przez SEH prądy spinowe są wykorzystywane do

generacji indukowanej prądem dynamiki spinowej [13]. Dzięki wykorzystaniu odwrotnego SEH

udało się zmierzyć po raz pierwszy spinowy efekt Seebecka [14]. Również jeden z pierwszych

spinowych tranzystorów polowych działa w oparciu o spinowy efekt Halla [56]. Problem badań

nad spinowym efektem Halla jest więc dzisiaj osadzony w szerszym kontekście - nie tylko stanowi

on jeden z głównych kierunków badań spintroniki (m. in. obok indukowanej prądem dynami-

ki spinowej, spinowych efektów termoelektrycznych), ale także jest jednym z jej podstawowych

narzędzi badawczych umożliwiając generację spinowej polaryzacji i prądów spinowych w mate-

riałach niemagnetycznych. W niniejszym rozdziale omówiony zostanie sposób pomiaru prostego

i odwrotnego SEH oraz możliwości jego wykorzystania w układach elektroniki spinowej.

Pierwsze koncepcje pomiaru SEH zostały zaproponowane w teoretycznych pracach Hir-

scha [4] i Zhanga [57]. Hirsch zaproponował układ, w którym w jednej jego części prąd spinowy

generowany przez SEH jest wstrzykiwany do innej części tego układu, gdzie odbywa się detekcja

wykorzystująca odwrotny SEH. Układ przedstawiony jest na rys.2.1 (a). Rozważana jest podłuż-

na płytka o długości L, mniejszej niż droga dyfuzji spinu, przez którą w kierunku x przepływa

prąd elektryczny jx. W wyniku spinowo-zależnych procesów rozproszeniowych w kierunku pro-

stopadłym do kierunku przepływu prądu jx pojawi się spinowa akumulacja na przeciwległych

brzegach płytki. Kiedy oba brzegi płytki zostaną połączone przez, wykonany z tego samego

przewodnika, wąski pasek o szerokości l, wówczas popłynie przez niego prąd spinowy i odwrotny

spinowy efekt Halla wyindukuje napięcie elektryczne. Przekształcenie spinowego efektu Halla w

odwrotny spinowy efekt Halla, aby zaobserwować i zmierzyć ten pierwszy, okazało się dużym

15
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(a)

(b)

Rysunek 2.1: Schematy ilustrujące geometrię układów pomiarowych zaproponowanych przez
Hirscha (a) i Zhanga (b). Rysunek (a) pochodzi z pracy [4], a rysunek (b) - z [57].

wyzwaniem dla eksperymentatorów. Proponowany przez Hirscha sposób pomiaru SEH został

zrealizowany dopiero w 2010 roku przez grupę z Uniwersytetu w Würzburgu [58].

Koncepcja Zhanga, zainspirowana eksperymentem Johnsona i Silsbee’ego [59], oparta była

na pomiarze zależności potencjału elektrochemicznego ferromagnetycznej elektrody dołączonej

do płytki, w której zachodzi SEH, od względnej orientacji namagnesowania elektrody i spinowej

akumulacji w niemagnetycznej płytce (rys.2.1(b)). Jeśli przyłożymy ferromagnetyczną elektrodę

pomiarową do brzegu niemagnetycznej metalicznej płytki w której zachodzi SEH, to jej średni

potencjał chemiczny na interfejsie musi dopasować się do potencjału chemicznego tej płytki.

Propzycje Hirscha jak i Zhanga były propozycjami elektrycznego pomiaru SEH. Obaj auto-

rzy rozważali SEH indukowany procesami rozproszeniowymi. W teoretycznych pracach Muraka-

miego [36] oraz Sinovy [37] na temat wewnętrznego SEH zaproponowany został sposób detekcji

oparty o optyczne własności materiałów półprzewodnikowych i ich silny związek z polaryzacją

spinową. Sinova proponował pomiar oparty na magnetooptycznym efekcie Kerra lub Faradaya,

natomiast Murakami sugerował również wykorzystanie kołowo spolaryzowanej elektrolumine-

scencji.

2.1 Metody optyczne badania SEH w półprzewodnikach

W 2004 roku grupa D.D. Awschaloma z Uniwersytetu w Kaliforni, wykorzystując wła-

śnie magnetooptyczny efekt Kerra, jako pierwsza zaobserwowała spinowy efekt Halla. [12]. Pół-

przewodnikowa próbka arsenku galu typu n (n-GaAs) otrzymanego metodą epitaksji została

umieszczona w niskotemperaturowym mikroskopie Kerra jak na rys.2.2(a). Warstwa n-GaAs ma

szerokość 77µm oraz długość 300µm. Wiązka laserowa spolaryzowana liniowo zorientowana jest
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(a) (b)

Rysunek 2.2: Spinowy efekt Halla w GaAs. Pomiar wykonano w T = 30K. (a) Schemat
układu pomiarowego. (b) Kąt Kerra w funkcji zewnętrznego pola magnetycznego dla położeń
wiązki światła x = ±35µm i dla wartości pola elektrycznego E = 10mV/µm. Rysunek pochodzi

z pracy [12].

wzdłuż osi z. Wiązka odbita, będzie miała oś polaryzacji obróconą o pewien kąt w stosunku do

osi polaryzacji wiązki padającej. Kąt ten jest proporcjonalny do wypadkowej magnetyzacji war-

stwy GaAs, generowanej przez spiny elektronów. Rysunek 2.2(b) przedstawia pomiar kąta Kerra

w funkcji zewnętrznego pola magnetycznego skierowanego w płaszczyźnie warstwy i prostopadle

do pola elektrycznego. Pomiary wykonane były w temperaturze 30K. Czerwona i niebieska krzy-

wa odpowiadają pozycji wiązki dla x = ∓35µm (położenia te odpowiadają brzegom warstwy) i
mogą być interpretowane jako rzuty polaryzacji spinowej na oś z. Widać więc, że wraz ze wzro-

stem pola magnetycznego polaryzacja spinowa zanika w wyniku precesji Hanle’a [60]. Sygnał

kerrowski zmienia znak na przeciwnych brzegach warstwy, co wskazuje, że akumulacja spinowa

jest spolaryzowana w kierunku +z dla x = −35µm oraz w kierunku −z dla x = +35µm.

Przytaczane wyniki stanowią piękną ilustrację spinowego efektu Halla i potwierdzają pod-

stawowe założenia teoretyczne (polaryzacja spinowa skierowana prostopadle do płaszczyzny war-

stwy i zorientowana przeciwnie na jej przeciwległych brzegach).

Również w oparciu o spektroskopię Kerra, Stern i in. [61] zmierzyli SEH w epitaksjalnej

warstwie ZnSe typu n w temperaturach pokojowych. Silny sygnał SEH w temperaturach poko-

jowych stworzył realną możliwość czysto elektrycznego kontrolowania i generowania polaryzacji

spinowej w półprzewodnikach. Autorzy obu prac w swoich pomiarach wskazują procesy rozpro-

szeniowe jako źródło SEH.

Wunderlich i in. [62] zaproponował pomiar SEH w złączu p-n. Układ składał się z dwóch

diod świecących LED (ang. light-emitting diode), które pozwalały mierzyć spolaryzowane koło-

wo światło generowane w wyniku zjawiska elektroluminescencji. Badana w cytowanej powyżej

pracy dioda to heterostruktura półprzewodnikowa (Al, Ga)As/GaAs wykonana metodą moleku-

larnej epitaksji oraz przy wykorzystaniu optycznej oraz elektronowej litografii. Przekrój diody

przedstawiony jest na rys.2.3(a), na którym schematycznie zaznaczono sytuację gdy, w wyni-

ku przyłożenia napięcia w kierunku przewodzenia, elektrony z obszaru dwuwymiarowego gazu

elektronowego przechodzą do obszaru dwuwymiarowego gazu dziurowego i tam rekombinują.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Rysunek 2.3: Dioda LED wykorzystana do pomiaru SEH. Przekrój przez złącze p-n tworzące
diodę LED (a), układ wykorzystany do pomiaru SEH - zdjęcie ze skaningowego mikroskopu
elektronowego (b). Polaryzacja wzdłuż kierunku z mierzona dla aktywnej diody LED1 dla dwóch
przeciwnych orientacji prądu Ip (c). Polaryzacja wzdłuż osi z mierzona dla ustalonego Ip gdy
do diody LED1 lub LED2 przyłożone jest napięcie bramkujące (d). Rysunek pochodzi z [62].

Optyczne reguły wyboru powodują, że polaryzacja kołowa wzdłuż danego kierunku propa-

gującego światła wskazuje orientację spinowej polaryzacji rekombinujących nośników. Tak więc

mierząc polaryzację kołową emitowanego światła otrzymujemy informację o spinowej polaryza-

cji nośników. Rysunek 2.3(b) przedstawia zdjęcie ze skaningowego mikroskopu elektronowego

układu pozwalającego mierzyć SEH. Prąd Ip przepływający przez kanał p w kierunku x będzie

generował SEH. W trakcie pomiaru kołowej polaryzacji światła rozchodzącego się w kierunku

z przyłożone jest napięcie do jednej z diod. Kiedy przykładamy napięcie, np. do diody LED 1,

polaryzacja emitowanego światła 1 jest niezerowa i zmienia znak (a więc polaryzacja spinowa -

〈sz〉 dziur jest niezerowa i zmienia znak) gdy zmieniamy kierunek przepływu prądu Ip (rys.2.3c).
Rysunek 2.3(d) przedstawia sytuację, gdy kierunek przepływu prądu Ip jest ustalony, natomiast

aktywna jest albo dioda LED 1 albo dioda LED 2. Przeciwne znaki dla pomiaru polaryzacji

kołowej światła emitowanego przez te dwie diody potwierdzają, że akumulacja spinowa genero-

wana przez SEH ma przeciwne orientacje po przeciwnych brzegach kanału (patrz rys.2.3(b)) w

którym efekt jest mierzony.

W następnych pracach [56, 63] autorzy wykorzystali koplanarną diodę p-n pracującą jako

fotokomórka, co pozwoliło na optyczną generację polaryzacji spinowej oraz jej elektryczną detek-

cję. Rysunek 2.4(a) przedstawia schemat rozważanej mikrostruktury, która składa się ze złącza

p-n oraz krzyży holowskich. Układ nie przewodzi gdy nie przyłożymy napięcia, lub przyłożymy
1W pomiarze badana jest polaryzacja emitowanego światła związana z pikiem B na widmie fotoluminescencyj-

nym dla omawianego układu. Pik ten związany jest z rekombinacją elektronów z pasma walencyjnego z dziurami
tworzącymi dwuwymiarowy gaz dziurowy. Na rysynkach 2.3(c),(d) zakres energii odpowiada właśnie zakresowi
energii przy którym występuje pik B. Szczegółowe informacje w [62].
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(a) (b)

(c)
(d)

Rysunek 2.4: Schemat koplanarnego złącza p-n pracującego jako dioda LED oraz geometria po-
miaru SEH (a). Stacjonarny sygnał oporności holowskiej dla spinowo-spolaryzowanych nośników
wstrzykniętych do obszaru dwuwymiarowego gazu elektronowego (b). Zmiana znaku związana
jest ze zmianą polaryzacji na przeciwną. Schemat tranzystora spinowego (c) oraz zależność napię-
cia holowskiego w funkcji napięcia bramkującego (d). Opis w tekście. Rysunki (a) i (b) pochodzą

z [63], a rysunki (c), (d) z pracy [56].

napięcie w kierunku zaporowym. Jeśli jednak, tak przygotowane złącze, oświetlimy światłem o

odpowiedniej długości fali, to wygenerujemy poruszające się w przeciwnych kierunkach elektrony

i dziury. Nośniki te, z uwagi na wspomniane wyżej reguły wyboru będą spinowo spolaryzowane.

Ponieważ padająca wiązka światła skierowana jest prostopadle do płaszczyzny złącza p-n, to

polaryzacja spinowa będzie również zorientowana prostopadle do płaszczyzny mikrostruktury.

Na rysunku 2.4(b) przedstawiony jest opór holowski RH = VH/IPH zmierzony na krzyżu

H2, w temperaturze 4K, dla różnych polaryzacji padającego na złącze światła przy napięciu

VB = −10V [63]. Autorzy mieli możliwość elektrycznej kontroli polaryzacji padającego światła.
Przedstawione na rysunku wyniki wskazują że opór RH zmienia znak gdy zmienimy skrętność

polaryzacji kołowej na przeciwną oraz znika gdy światło jest spolaryzowane liniowo. Zależność

od czasu tm wskazuje na stabilność mierzonego sygnału elektrycznego.

W oparciu o omówiony powyżej mikroukład Wundrlich i in. [56] zaproponowali model tran-

zystora spinowego. Na rysunku rys.2.4(c) przedstawiony jest schemat takiego tranzystora. Układ,

dzięki elektrodzie bramkującej przed pierwszym krzyżem holowskim może pracować w dwóch

reżimach. Pierwszy zakres pracy takiego urządzenia to zakres dużych ujemnych napięć bramki,

gdy sygnał holowski zanika w związku z silnym potencjałem odpychającym na bramce uniemoż-

liwiającym spinowo-spolaryzowanym elektronom dyfuzję z obszaru optycznego pompowania do

krzyża holowskiego. Drugi zakres - dla napięć na bramce otwierających kanał transportowy. W

tym obszarze napięcie holowskie początkowo rośnie, a następnie zachowuje się w sposób niemo-

notoniczny, przy czym, mierzony sygnał jest, tak jak w analizowanym poprzednio przykładzie,
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sygnałem od czystego prądu spinowego (indukowany optycznie prąd elektryczny jest drenowany

przed elektrodą bramki). Na rysunku 2.4(d) przedstawiona jest zależność napięcia holowskiego

oraz fotoprądu IPH w funkcji napięcia bramkującego dla dwóch różnych położeń wiązki światła.

Czerwona linia przedstawia zależność napięcia holowskiego przy położeniu wiązki światła w po-

bliżu złącza p-n w obszarze p, natomiast czarna przerywana linia przedstawia zależność napięcia

holowskiego dla położenia wiązki przesuniętej o około 1µm w głąb obszaru p. Dla obu położeń

wiązki sygnał znika przy tym samym ujemnym napięciu bramkującym. Dla napięć, przy których

kanał jest otwarty obserwujemy, że sygnały mają przeciwny znak dla zadanej wartości napię-

cia bramkującego oraz że maksima tych zależności są przesunięte względem siebie. Obserwujemy

także większe wartości sygnału dla położenia wiązki światła bliżej krzyża holowskiego. Pośrednie

pola elektryczne wytwarzane przez elektrodę bramkującą modyfikują precesję spinową wstrzy-

kiwanych elektronów, a co za tym idzie polaryzację spinową mierzoną na krzyżu holowskim.

Zakres pracy zaproponowanego tu tranzystora spinowego przy pośrednich napięciach odpowiada

zakresowi pracy zaproponowanego po raz pierwszy tranzystora spinowego Datty-Das [64].

2.2 Elektryczny pomiar SEH w układach metalicznych

O ile optyczne metody detekcji SEH bardzo dobrze rozwinęły się w przypadku półprzewod-

ników, co jest związane z faktem, że dla tych materiałów długość dyfuzji spinu jest znacznie

większa niż promień „plamki” wiązki laserowej (rzędu 1µm), to w przypadku metali z nanome-

trową drogą dyfuzji spinu są one nieefektywne.

Tak więc, w przypadku układów metalicznych eksperymentatorzy starają się raczej realizo-

wać pomiar oparty na propozycji Zhanga [57]. Pierwszy czysto elektryczny niskotemperaturowy

(4.2K) pomiar odwrotnego spinowego efektu Halla wykonali Valenzuela i Tinkham [65], którzy

wykorzystali pomysł Zhanga modyfikując układ pomiarowy tak, aby nie był on zakłócony przez

inne efekty spinowe takie jak anizotropowy magnetoopór w ferromagnetycznych elektrodach,

spinowo-zależne rozpraszanie na interfejsie czy też anomalny i klasyczny efekt Halla. Rysunek

2.5(a) przedstawia obraz układu pomiarowego wykonany mikroskopem sił atomowych. Układ ten

składa się z ferromagnetycznych elektrod (F1 i F2) wykonanych z CoFe oraz wykonanego z alumi-

nium krzyża holowskiego. Prąd elektryczny płynie przez ferromagnetyczną elektrodę a następnie

przez pasek aluminium tak jak przedstawiono na rysunku 2.5(b). Prąd spinowy wstrzykiwany

jest z ferromagnetycznej elektrody do aluminium w wyniku nierównowagowego rozszczepienia

potencjału elektrochemicznego dla spinów w górę i w dół po obu stronach złącza między elektro-

dą F1 i aluminium (rys.2.5(c)). Ten wstrzyknięty prąd spinowy będzie przepływał przez krzyż

holowski, gdzie w wyniku odwrotnego SEH pojawia się napięcie (VSH). Napięcie VSH będzie

proporcjonalne do skierowanej prostopadle do płaszczyzny polaryzacji spinowej, którą możemy

zmieniać przyłożonym prostopadle do płaszczyzny układu polem magnetycznym. Możemy więc

zdefiniować holowski opór spinowy RSH = VSH/I i dokonać jego pomiaru w funkcji wartości
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(a)

(b)

(c)

(d)

Rysunek 2.5: Pomiar odwrotnego SEH w układzie metalicznym. Zdjęcie układu pomiarowego
wykonane przy pomocy mikroskopu sił atomowych (a). Schematyczny rysunek przedstawiający
geometrię pomiaru odwrotnego SEH (b). Potencjał elektrochemiczny w funkcji położenia dla
elektronów ze spinem „w górę” i „w dół” oraz gęstość prądu spinowego w funkcji położenia (c).
Spinowy opór holowski (białe kółka) oraz sinus kąta magnetyzacji θ (czarne kropki) w funkcji
zewnętrznego pola magnetycznego skierowanego prostopadle do płszczyzny układu (d). Pomiar
wykonano dla różnych wartości LSH zdefiniowanej na rys.(b). Rysunek pochodzi z pracy [65].

indukcji pola magnetycznego. Wyniki takiego pomiaru przedstawione są na (rys.2.5(d)), gdzie

oprócz RSH mierzony jest sin(θ), który niesie informację o wychyleniu namagnesowania elek-

trody F1 od płaszczyzny. Dysponując tymi pomiarami autorom pracy udało się oszacować kąt

holowski σSH/σc = (1− 3)× 10−4.

Kimura i in. [66] w 2007 roku zmierzyli prosty oraz odwrotny efekt Halla w temperaturach

pokojowych. Rysunek 2.6 (a) przedstawia obraz ze skaningowego mikroskopu elektronowego

przedstawiający układ wykorzystany do pomiaru akumulacji spinowej i ładunkowej związanych

z prostym i odwrotnym SEH [67]. Układ składa się z paska permaloyu, miedzianego krzyża oraz

platynowego drutu. Aby wyindukować dużą akumulację spinową w miedzi, wybrano wymiary

złącza Py/Cu 100 nm × 100 nm, natomiast odległość między pkt. 1 i 3 (patrz rysunek 2.6 (a))
wynosi 400 nm.

Rozważmy najpierw sytuację, gdy prąd ładunkowy jest wstrzykiwany z ferromagnetycznego

permaloyu do miedzi. Odpowiednio przyłożone napięcie bramkujące powoduje, że prąd ten może

płynąć wzdłuż jednego z dwóch ramion krzyża holowskiego, natomiast akumulacja spinowa na

złączu indukuje dyfuzyjny przepływ prądu spinowego.
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(a) (b)

(c)

(d)

Rysunek 2.6: Spinowy efekt Halla w układzie Py/Cu. Obraz układu pomiarowego wykona-
ny przy pomocy skaningowego mikroskopu elektronowego oraz jego schematyczny rysunek (a).
Zmiana oporności Halla, dana przez ∆Vc/I, wywołana odwrotnym SEH w funkcji zewnętrz-
nego pola magnetycznego. Pomiar wykonano w temperaturze pokojowej (RT) (b) oraz w 77K
(c). Oporność holowskia ∆Vs/I wywołana SEH w funkcji zewnętrznego pola magnetycznego dla
temperatury pokojowej (d) oraz dla 77K (e). Wstawki na rysunkach (c) i (e) przedstawiają

geometrię pomiaru. Rysunek pochodzi z pracy [66].

Jeśli więc odległość między złączem Py/Cu a Cu/Pt jest mniejsza od drogi dyfuzji spinu (Ls ≈
500nm), to prąd spinowy będzie absorbowany do drutu platynowego (por. rys. 2.6 (b),(c)). Prąd

spinowy jest chętnie absorbowany do materiału z mniejszą opornością spinową. Ponieważ opór

spinowy 2 dla platyny jest o rząd wielkości mniejszy niż dla miedzi, to wyindukowany prąd spino-

wy w miedzi może być skierowany do platynowego drutu, tak jak to pokazano na rysunku 2.6 (c).

Wstrzyknięty do platyny prąd spinowy bardzo szybko zanika z uwagi na bardzo małą długość

dyfuzji spinu dla tego metalu co powoduje, że prąd spinowy płynie w zasadzie prostopadle do

płaszczyzny złącza. W związku z powyższym, wzdłuż platynowego drutu, w wyniku odwrotnego

SEH indukuje się prąd ładunkowy. Aby zmierzyć powstałą w wyniku odwrotnego SEH akumu-

lację ładunku dokonano pomiaru napięcia holowskiego Vc w platynie. Aby zwiększyć akumulację

spinową w platynie przyłożono pole magnetyczne skierowane równolegle do płaszczyzny perma-

loyu. Rysunek 2.6 (b),(c) przedstawia zmianę oporu holowskiego ∆Vc/I, która pojawia się w

wyniku odwrotnego SEH, od przyłożonego pola magnetycznego w temperaturze pokojowej (RT)

oraz w temperaturze 77 K. Widoczna na tych zależnościach histereza potwierdza, że badana

akumulacja ładunku jest indukowana przez prąd spinowy wstrzykiwany z permaloyu.

Autorom udało się również zmierzyć prosty SEH. W tym przypadku platynowy drut wyko-

rzystuje się jako źródło prądu spinowego. Przepływający przez platynę prąd ładunkowy, z uwagi
2W omawianej pracy opór spinowy jest zdefiniowany następująco: Rs = λ/[σS(1−P

2)], gdzie λ - długość drogi
dyfuzji spinu, P - polaryzacja spinowa, σ - przewodność, S efektywne pole przekroju poprzecznego przewodnika
przez który płynie prąd spinowy (por. [68]).
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na silne oddziaływanie spin - orbita indukuje w kierunku poprzecznym akumulację spinową i

prąd spinowy, który jest następnie pompowany do miedzi. Na rysunku 2.6 (d),(e) przedstawio-

ne są zależności sygnału napięciowego Vs związanego z wyindukowaną akumulacją spinową w

platynie ∆Vs/I od pola magnetycznego w temperaturze pokojowej i w 77 K.

Zauważmy, że w funkcji pola ∆Vs/I zachowuje się bardzo podobnie do ∆Vc/I i co więcej

całkowita zmiana oporności ∆Rs jest taka sama jak ∆RSHE. Kąt holowski dla platyny otrzymany

w eksperymencie wynosił σSH/σc = 3.7× 10−1

2.3 Elektryczny pomiar SEH w układach półprzewodnikowych

Brune i in. [58] zaproponowali elektryczny pomiar spinowego efektu Halla w studni kwanto-

wej HgTe/(Hg,Cd)Te. Dwuwymiarowy gaz elektronowy w takich strukturach charakteryzuje się

wysoką ruchliwością nośników oraz dużym rozszczepieniem spin-orbita typu Rashby, które do-

datkowo możemy kontrolować poprzez zmianę napięcia bramkującego przykładanego do układu.

Układ pomiarowy tworzy, wykonana metodą litografii elektronowej, próbka w kształcie litery H.

Dwa jej ramiona mają długość 1µm oraz szerokość 200nm, a element łączący ma 200nm długości

oraz 200nm szerokości. Ponieważ średnia droga swobodna w tego typu nanostrukturach wynosi

więcej niż 2.5µm, transport w rozważanym układzie odbywa się w reżimie quasi-balistycznym.

Rysunek 2.7(a) przedstawia schematyczny rysunek omawianej nanostruktury „H” oraz jej zdjęcie

wykonane przy pomocy mikroskopii elektronowej.
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Rysunek 2.7: Elektryczny pomiar SEH w studni kwantowej HgTe/(Hg,Cd)Te. Schemat układu
pomiarowego oraz zdjęcie z mikroskopii elektronowej (a). Pomiar nielokalnej rezystancji w funk-
cji napięcia bramkującego w konfiguracjach przedstawionych na wstawkach (b), (c). Rysunek

pochodzi z pracy [58].
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Pomiar spinowego efektu Halla w takiej strukturze odbywa się następująco. Prąd elektrycz-

ny, który przepływa przez jedno ramię litery H (np. między kontaktami 1 i 2) generuje w wyniku

SEH poprzeczny prąd spinowy. Prąd ten płynie przez element łączący oba ramiona i w wyniku

odwrotnego SEH generuje prąd ładunkowy w drugim ramieniu. Tak więc, między kontaktami 3

i 6 pojawia się napięcie, które możemy zmierzyć bezpośrednio przy pomocy woltomierza. Zmie-

niając napięcie bramkujące możemy zmienić położenie poziomu Fermiego i dokonać pomiaru

SEH zarówno gdy poziom Fermiego leży w paśmie walencyjnym (próbka jest półprzewodnikiem

typu p) jak również gdy Poziom Fermiego leży w paśmie przewodnictwa (półprzewodnik typu

n). W zakresie gdzie układ jest typu p oddziaływanie spin-orbita jest silniejsze i sygnał jest o

jeden rząd wielkości większy niż dla sytuacji w której próbka jest półprzewodnikiem typu p.

Rysunek 2.7(b),(c) przedstawia wyniki dla nielokalnej rezystancji mierzonej w funkcji napięcia

bramkującego, pochodzącej od SEH, przy zamianie kontaktów prądowych i napięciowych. Dzię-

ki rozmiarom układu wyniki przedstawione na obu wykresach nie są zakłócone przez sygnał

od kwantowego spinowego efektu Halla. Co więcej, gdy poziom Fermiego leży w paśmie walen-

cyjnym zamiana kontaktów prądowych z napięciowymi, w zasadzie nie wpływa na nielokalną

rezystancję pochodzącą od SEH, a relacja Onsagera jest spełniona.
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Rozdział 3

Dwuwymiarowy gaz elektronowy ze

stałym oddziaływaniem spin-orbita

Rashby

3.1 Dwuwymiarowy gaz elektronowy

Dzięki opracowanym współcześnie metodom wytwarzania nanostruktur, takich jak np. epi-

taksja z wiązki molekularnej (MBE - molecular beam epitaxy) czy epitaksja z pary związków

metaloorganicznych (MOVPE - metallorganic vapour phase epitaxy) [69], możliwe stało się nie

tylko wytwarzanie pojedynczych cienkich warstw półprzewodnikowych ale także nakładanie na

siebie dwóch lub więcej różnych warstw półprzewodników. Struktury składające się z nałożonych

naprzemiennie warstw różnych półprzewodników nazywane są heterostrukturami półprzewodni-

kowymi [69, 70].

Półprzewodniki wchodzące w skład heterostruktury charakteryzują się m.in. różnymi prze-

rwami energetycznymi (rys. 3.1(a)). Na granicy między dwoma materiałami musi nastąpić więc

zmiana szerokości przerwy energetycznej oraz dopasowanie obu struktur pasmowych. Ponieważ w

równowadze termodynamicznej poziom Fermiego musi mieć taką samą wartość po obu stronach

złącza, natomiast w głębi każdego półprzewodnika jest on określony przez poziom domieszkowa-

nia, będziemy obserwować, związane z gromadzącym się na interfejsie ładunkiem przestrzennym,

zaginanie się pasm. Jako przykład na rysunku 3.1(b) przedstawione jest izotypowe złącze n-N.

Z uwagi na warunek ciągłości poziomu Fermiego na interfejsie, obserwujemy po stronie półprze-

wodnika z mniejszą przerwą energetyczną tzw. obszar wzbogacony ładunku przestrzennego dla

elektronów, a po stronie półprzewodnika o większej przerwie energetycznej - tzw. obszar zubo-

żony o dużym dodatnim ładunku przestrzennym, który jest konsekwencją wysokiej koncentracji

zjonizowanych donorów. Obserwujemy więc przechodzenie elektronów walencyjnych z donorów

26
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    PASMO WALENCYJNE
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PASMO PRZEWODNICTWA

Rysunek 3.1: Heterozłącze n-N. (a) Schematyczne przedstawienie dwóch półprzewodników nie
będących w kontakcie. Położenie poziomu Fermiego w obu półprzewodnikach zależy od struktury
pasm energetycznych oraz od koncentracji donorów. (b) Te same półprzewodniki po utworzeniu
heterozłącza znajdujące się w równowadze termodynamicznej. Ponieważ poziom Fermiego jest
niezależny od współrzędnej położenia, więc część elektronów z obszaru N przechodzi do obsza-
ru n. (c) Symetryczna studnia kwantowa - np. gdy donory znajdują się na zewnątrz studni,
a elektrony tworzące 2DEG wzbudzane są termicznie. (d) Seria studni kwantowych tworząca

supersieć.

do energetycznie korzystniejszej studni potencjału, która wytworzyła się w wyniku zaginania

pasm po stronie półprzewodnika o mniejszej przerwie energetycznej.

Widać więc, że w nanostrukturach półprzewodnikowych możliwa jest przestrzenna separa-

cja atomów domieszek od swobodnych nośników (tzw. domieszkowanie modulacyjne). Elektrony

związane w tak powstałej studni kwantowej tworzą dwuwymiarowy gaz elektronowy. Kształt ba-

rier potencjału może być różny. Na rysunku 3.1(c) przedstawiono również prostokątną studnię

kwantową z dwuwymiarowym gazem elektronowym. Aby wytworzyć taką studnię kwantową ato-

my donorów wprowadza się tylko do materiału bariery i w wyniku wzbudzenia termicznego elek-

trony walencyjne donorów przechodzą do pasma przewodnictwa materiału o większej przerwie

energetycznej, a następnie zostają wychwycone przez niskoenergetyczne stany studni kwantowej.

Innym sposobem jest wytworzenie całej serii warstw półprzewodników n i N o różnych przerwach

energetycznych. W takiej sytuacji powstaje seria studni kwantowych (rys.3.1(d)) i mówimy o

tzw. supersieciach. O ile w objętościowych półprzewodnikach domieszkowanych ruchliwość no-

śników jest bardzo mała, to w nanostrukturach półprzewodnikowych, w wyniku domieszkowania

modulacyjnego, ruchliwość nośników jest znacznie większa. W praktyce, w omawianych struk-

turach, obszar bariery znajdujący się w bezpośredniej bliskości studni jest niedomieszkowany

i tworzy warstwę dodatkowo oddalającą ładunki donorów od swobodnych elektronów przez co

eliminuje się rozpraszanie elektronów na domieszkach w bezpośrednim sąsiedztwie złącza lub

bariery.
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Dwuwymiarowy gaz elektronowy (2DEG - ang. two-dimensional electron gas), który można

obecnie wytwarzać w różnego typu strukturach półprzewodnikowych na skalę przemysłową, stał

się podstawowym obiektem badań mikroelektroniki, optoelektroniki oraz fizyki układów mezo-

skopowych, które zaowocowały odkryciem wielu nowych efektów ważnych dla mikroelektroniki

oraz elektroniki spinowej.

Rozważamy więc dwuwymiarowy gaz elektronowy uwięziony w studni potencjału. Elektrony

poruszają się swobodnie w kierunku równoległym do złącza, natomiast w kierunku prostopadłym

do złącza (przyjmijmy, że jest to kierunek osi z) ruch elektronów jest ograniczony. Dynamika

elektronów może więc być opisana w ogólności równaniem:

[

(

i
~

2m
∇+ eA

)2

+ U

]

Ψ(r) = EΨ(r) , (3.1)

gdzie m - masa efektywna (traktowana tu dla uproszczenia jako stały parametr), A - potencjał

wektorowy. Ponieważ elektron jest swobodny w kierunku równoległym do złącza, więc energia

potencjalna będzie zależeć tylko od zmiennej z (U = U(z)). W związku z tym, zakładając

rozwiązanie równania (3.1) w postaci: Ψ(r) = χ(z)ei(kxx+kyy) oraz przyjmującA = 0 otrzymamy

dwa niezależne równania różniczkowe:
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ei(kxx+kyy) = εei(kxx+kyy) . (3.3)

Równanie (3.3) ma natomiast następujące wartości własne:

ε =
~
2

2m
(k2x + k

2
y). (3.4)

Rozwiązanie równania (3.2) będzie natomiast zależało od postaci potencjału ograniczającego

studnię U . W przypadku prostokątnej studni potencjału o szerokości L otrzymujemy dobrze

znane rozwiązanie:

E − ε = π2~2

2m
n2

L2
= En (n = 1, 2, 3, ...). (3.5)

Tak więc wartości własne całkowitej energii elektronów dwuwymiarowego gazu elektronowego

tworzą całą rodzinę podpasm:

E =
~
2

2m
(k2x + k

2
y) + En. (3.6)

Każde podpasmo indeksowane jest przez liczbę n, której odpowiada inna funkcja falowa χn(z).

W niskich temperaturach i dla małej koncentracji nośników obsadzone jest tylko najniższe pasmo

(dla n = 1) a pozostałe podpasma nie odgrywają znaczącej roli.
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3.2 Oddziaływanie spin-orbita

Dwuwymiarowy gaz elektronowy jest więc układem modelowym, który z jednej strony mo-

żemy badać eksperymentalnie i stosować w mikroelektronice, a z drugiej strony jest punktem

wyjścia do opisu bardziej skomplikowanych struktur półprzewodnikowych i niskowymiarowych

układów metalicznych. Obecnie rozwinięta technologia pozwala na kontrolę wzrostu studni kwan-

towej, domieszkowania, kształtu potencjału ograniczającego itd. W związku z tym dwuwymiaro-

wy gaz elektronowy jest doskonałym układem modelowym do badania transportu ładunkowego

oraz spinowego indukowanego różnym typem oddziaływań spinowo-orbitalnych.

W niniejszej pracy dwuwymiarowy gaz elektronowy będzie omawiany w kontekście struktur

półprzewodnikowych III-V. Są to półprzewodniki o strukturze blendy cynkowej z prostą przerwą

energetyczną. W przypadku słabego domieszkowania, w badaniach transportu, możemy ograni-

czyć się do struktury pasmowej wokół punktu Γ strefy Brillouina, gdzie znajduje się paraboliczne

pasmo przewodnictwa typu s oraz pasmo walencyjne typu p z trzema gałęziami. Efektywny jed-

nocząstkowy hamiltonian, dla elektronów z pasma przewodnictwa w półprzewodnikach III-V,

może być otrzymany przy wykorzystaniu metody k ·p oraz transformacji unitarnej typu Foldy-
Wouthuysena [71–74]. Hamiltonian ten możemy dość ogólnie zapisać następująco [29, 75]:

H =
~
2k2

2m
+ V +Hsow +H

so
d , (3.7)

gdzie
Hsow =

~

2
Ω · σ , Ω(k) =

e

m
Bsoeff , (3.8)

Hsod = λσ · (k×∇V ) . (3.9)

W powyższych wyrażeniach k2 = k2x + k
2
y, m - masa efektywna, V - potencjał pochodzący od

domieszek lub innych defektów. Człon Hsow opisuje tzw. wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita.

Człon ten wyrażony jest przy pomocy wektora częstotliwości precesji spinów elektronów Ω(k)

wokół efektywnego pola magnetycznego Bsoeff (por. np z [29, 33, 75]). W przypadku omawia-

nego tu dwuwymiarowego gazu elektronowego w strukturach półprzewodnikowych częstotliwość

precesji Ω(k) = Ω(k)R +Ω(k)D jest sumą częstotliwości precesji związanej z oddziaływaniem

typu Rashby (składnik Ω(k)R) oraz Dresselhausa (składnik Ω(k)D). Wspomniane oddziaływa-

nia spinowo-orbitalne zostaną omówione w dalszej części tego podrozdziału. O ile zewnętrzne

pole magnetyczne indukuje makroskopową polaryzację spinową, to efektywne pole magnetyczne,

którego źródłem jest oddziaływanie spin-orbita, generuje tyle samo stanów ze spinem w górę co

w dół. Pole Bsoeff jest, w ogólności, konsekwencją braku symetrii względem inwersji przestrzennej

w układzie. Hamiltonian Hsod opisuje natomiast oddziaływanie spin-orbita, którego źródłem są

domieszki.
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Wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita

Degeneracja spinowa w strukturach półprzewodnikowych jest związana z obecnością w ukła-

dzie zachowania inwersji w przestrzeni (r→ −r) oraz w czasie (t→ −t) [74]. Operacja inwersji w
przestrzeni zmienia wektor falowy k→ −k, natomiast operacja odwrócenia czasu oprócz zmiany
k → −k obraca spin. W związku z powyższym, obecność w układzie symetrii względem inwer-
sji przestrzennej: E+(k) = E+(−k) oraz względem odwrócenia czasu: E+(k) = E−(−k) daje
w konsekwencji, że E+(k) = E−(−k), a więc degenerację spinową w układzie. W strukturach
półprzewodnikowych mamy do czynienia z łamaniem symetrii względem inwersji przestrzennej,

co prowadzi do pojawienia się oddziaływania spin-orbita w układzie i w konsekwencji również

do zniesienia degeneracji spinowej.

W dwuwymiarowym gazie elektronowym mamy do czynienia z łamaniem symetrii względem

inwersji przestrzennej, które ma swoje źródło albo w strukturze krystalograficznej, mówimy

wtedy o objętościowej asymetrii względem inwersji (BIA - ang. bulk inversion asymmetry), albo

w kształcie potencjału ograniczającego - w tym przypadku mówimy o strukturalnej asymetrii

względem inwersji (SIA - ang. structural inversion assymetry).

Oddziaływanie spin-orbita typu Rashby [74, 76, 77] wynika ze złamania symetrii względem

inwersji potencjału ograniczającego studni kwantowej (SIA) w kierunku jej wzrostu (asymetria

w wyniku zmiany z → −z) w heterozłączach czy też w domieszkowanych w sposób asymetryczny
studniach kwantowych. Wektor opisujący efektywną precesję Larmora, gdy elektrony znajdują

się w układzie z oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby, przyjmuje postać [33, 75]:

ΩR(k) =
2
~
α(ky,−kx, 0) (3.10)

i w związku z tym hamiltonian opisujący oddziaływanie spin-orbita Rashby możemy zapisać w

następującej postaci:

HR = α(σxky − σykx). (3.11)

Stała oddziaływania α zależy od potencjału ograniczającego, a jej wartość może być modyfiko-

wana zewnętrznym polem elektrycznym. Efektywne pole magnetyczne pochodzące od oddziały-

wania spin-orbita typu Rashby ma stałą wartość (dla ustalonego α) i leży zawsze w płaszczyźnie

(rys.3.2).

Półprzewodniki III-V czy też II-VI (np. GaAs, ZnSe), ze strukturą krystalograficzną typu

blendy cynkowej, posiadają dwa różne atomy w komórce elementarnej Bravais, przez co wykazu-

ją one brak symetrii względem inwersji w krysztale (BIA). Oddziaływanie spin-orbita związane

z brakiem tej symetrii nazywamy oddziaływaniem spin-orbita typu Dresselhausa. Częstotliwość
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Rysunek 3.2: Wektor Ω na powierzchni Fermiego w przypadku gdy za pojawienie się oddziały-
wania spin-orbita odpowiedzialne jest złamanie symetrii potencjału studni kwantowej względem
inwersji (SIA) oraz objętościowe (na poziomie komórki elementarnej kryształu) złamanie syme-
trii względem inwersji (BIA). Kierunek wektora Ω wskazuje także ułożenie spinu na powierzchni
Fermiego. Ponieważ elektrony o przeciwnej orientacji spinu mają różne energie, powierzchnia
Fermiego złożona jest z dwóch koncentrycznych okręgów z przeciwnie zorientowanymi spinami.
Na rysunku dwa okręgi Fermiego przedstawione są tylko dla SIA, natomiast dla BIA pokazano
tylko jedno koło Fermiego. W zależności od kierunku wzrostu studni kwantowej BIA generuje
efektywne pole związane z oddziaływaniem spin-orbita zorientowane prostopadle do powierzchni

Fermiego lub w jej płaszczyźnie. Rysunek pochodzi z pracy [33].

precesji spinu wokół efektywnego pola związanego z BIA, dla układu trójwymiarowego w naj-

niższym rzędzie względem k możemy zapisać [74, 75, 78]:

ΩD(k) =
2
~
αc
(

kx(k2y − k2z), ky(k2z − k2x), kz(k2x − k2y)
)

, (3.12)

gdzie αc - stała materiałowa.

W przypadku quasi-dwuwymiarowych struktur, możemy zastąpić operator −i∂z przez jego kwan-
towomechaniczną wartość średnią 〈kz〉 1 [74]. W przypadku studni kwantowych wzrastających
wzdłuż kierunku krystalograficznego [001] (z ‖ (001)) główny wkład, liniowy względem k, do
częstotliwości precesji Ω będzie miał postać:

Ω
[001]
D (k) =

2
~
β(−kx, ky, 0), (3.13)

stała β = αc〈k2z〉 ≈ αcπ
2/L2 zależy od szerokości studni kwantowej L. Porównując powyższe

wyrażenie z (3.8) dostajemy następującą postać hamiltonianu Dresselhausa:

HD = β(σxkx − σyky) . (3.14)

Oddziaływanie spin-orbita Dresselhausa silnie zależy od kierunku wzrostu studni kwan-

towej. Na rysunku 3.2 przedstawiona została orientacja spinów na powierzchni Fermiego dla

oddziaływania spin-orbita typu Rashby (związanego z SIA) oraz dla oddziaływania spin-orbita

Dresselhausa dla trzech różnych kierunków wzrostu studni kwantowej. W sytuacji, gdy kierunek

wzrostu studni jest równoległy do kierunku krystalograficznego (110), zachowana jest składowa

spinu prostopadła do płaszczyzny (do warstwy dwuwymiarowego gazu elektronowego). Z kolei,

1Zamieniamy także (−i∂z)
n przez 〈knz 〉; przy czym dla nieparzystych n: 〈k

n
z 〉 = 0 [74].
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gdy z ‖ (111) oddziaływanie spin-orbita Dresselhausa prowadzi do takiego samego rozłożenia
orientacji spinów na powierzchni Fermiego jak oddziaływanie spin-orbita Rashby.

Tak więc, jednocząstkowy hamiltonian efektywny dla dwuwymiarowego gazu elektronowego

bez domieszek możemy zapisać w następującej formie:

H =
~2k2

2m
+HR +HD . (3.15)

Wartości własne tego hamiltonianu:

E±(k) =
~
2k2

2m
± k

√

α2 + β2 + 2αβ sin(2φ); φ = arc tg(
ky
kx
). (3.16)

Wkład od oddziaływania spin-orbita w powyższym wyrażeniu, zgodnie z tym co zostało już

wcześniej napisane, możemy traktować jak zależne od pędu pole Zeemanowskie działające na

spin elektronu. Z zależności tej wynika również, że jeżeli tylko jedno z tych oddziaływań jest

niezerowe (α = 0 lub β = 0), to dwie gałęzie zależności dyspersyjnej są rozsunięte względem

siebie horyzontalnie (wzdłuż osi k), a nie wertykalnie (wzdłuż osi energii) jak to ma miejsce dla

zwykłego pola Zeemana.

W niskowymiarowych strukturach opartych na GaAl oddziaływanie Rashby i Dresselhausa

są zwykle tego samego rzędu. W studniach kwantowych wykonanych z InGaAs zwykle dominuje

oddziaływanie Rashby [79–82]. W heterozłączach GaAs/AlxGa1−xAs oraz opartych na krzemie

tranzystorach polowych asymetria strukturalna (SIA) jest bardzo silna. Stała oddziaływania

Rashby dla tych materiałów wynosi α ∼ 10−10eV m.

Oddziaływanie spin-orbita od domieszek

Efektywny Hamiltonian opisujący wkład do oddziaływania spin-orbita od domieszek, dla

półprzewodników z wąską przerwą energetyczną, ma postać daną równaniem (3.9). Zależność

ta jest matematycznie podobna do postaci poprawki od oddziaływania spin-orbita w hamilto-

nianie Pauliego. Wynika to z faktu, że zarówno opisujący strukturę pasmową półprzewodników

hamiltonian Kane’a jak również hamiltonian Diraca posiadają symetrię sferyczną oraz z uwagi

na to, że zarówno równanie Pauliego oraz (3.9) zostały otrzymane w przybliżeniu niskich ener-

gii [29, 74, 83]. Stała oddziaływania spin-orbita związana z wkładem od domieszek jest ponad

sześć rzędów wielkości większa (np. w GaAs λ ≈ 5.3Å2, a w InAs λ ≈ 120Å2) niż odpowiada-
jąca jej stała dla próżni z równania Pauliego (λPauli = −~2/4m20c2 ≈ −3.7 × 10−6Å2) [29]. Tak
znaczne wzmocnienie oddziaływania spin-orbity w strukturach krystalicznych w porównaniu do

stałej λPauli wynika z faktu, że blochowskie elektrony poruszają się z dużymi prędkościami w

silnym polu elektrycznym rdzeni atomowych [74, 83].
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Rysunek 3.3: Studnie kwantowe z fluktuującym polem Rashby. Fluktuacje oddziaływania spin-
orbita pojawiają się w wyniku rozmieszczenia w sposób przypadkowy donorów w warstwie są-
siadującej ze studnią kwantową lub w wyniku niejednorodności lub defektów na jej ścianach.

Przestrzenne fluktuacje oddziaływania spin-orbita

W większości rozważanych w literaturze przypadków stałe oddziaływania spin-orbita Ra-

shby i Dresselhausa (α i β) były traktowane jako wielkości stałe (lub dobrze kontrolowalne

poprzez zewnętrzne pole elektryczne) w przestrzeni. Należy jednak pamiętać, że oddziaływa-

nie spin-orbita jest zdeterminowane właściwościami materiałowymi i strukturalnymi, a co za

tym idzie jakiekolwiek lokalne niejednorodności czy defekty rozważanego układu będą lokal-

nie zmieniały to oddziaływanie. W ogólnym przypadku efektywne pole opisujące oddziaływania

spin-orbita oprócz tzw. wkładu regularnego (stałego lub periodycznego w przestrzeni) zawie-

ra także człon stochastyczny [75, 84]. Przestrzenne fluktuacje oddziaływania spin-orbita będą

więc wpływać lokalnie na transport spinowy w układzie. Źródłem fluktuacji pola Rashby będą

np. rozłożone przypadkowo zjonizowane donory, które oprócz stałego wkładu do pola Rashby

będą dawały również wkład do fluktuacji oddziaływania spin-orbita (fluktuujące pole Rashby).

Dodatkowo, każda domieszka jest źródłem lokalnej deformacji komórki elementarnej, która ge-

neruje lokalne zaburzenie potencjału krystalicznego i dodatkowy przyczynek do fluktuacji pola

spinowo-orbitalnego. Stała oddziaływania Dresselhausa zależy natomiast od szerokości studni

kwantowej, a co za tym idzie lokalne niejednorodności na interfejsie będą również generowały

wkład stochastyczny do pola oddziaływania spin-orbita. Fluktuacje pola spinowo-orbitalnego

generują nieregularną precesję spinową i dają wkład do relaksacji spinowej, są również źró-

dłem spinowo-zależnej lokalizacji [85] i odpowiednika efektu Aharonova-Bohma dla elektronów

oddziałujących ze spinami jądrowymi w układach mezoskopowych w kształcie pierścienia [86].

Fluktuacje pola Rashby generują także niezerowy wkład do spinowego efektu Halla [87–91].
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(a) (b)

Rysunek 3.4: (a) Zależność dyspersyjna dla 2DEG z oddziaływaniem spin-orbita Rashby. Za-
znaczono również ułożenie spinów (czerwone strzałki) na powierzchni Fermiego dla zadanego
pędu (zielone strzałki). (b) W obecności pola elektrycznego E powierzchnia Fermiego w czasie
t0 (krótszym niż typowe czasy relaksacji) ulega przesunięciu. Elektrony nabywają efektywny
moment siły, który odchyla spiny w górę dla py > 0, a dla py < 0 - w dół i w konsekwencji w

układzie pojawia się prąd spinowy w kierunku ŷ. Rysunek pochodzi z pracy [37].

3.3 Topologiczny SEH w 2DEG z oddziaływaniem spin-orbita

typu Rashby i Dresselhausa

Interesuje nas przewodnictwo spinowe związane z prądem spinowym niosącym składową sz

spinu, a więc składową skierowaną prostopadle do płaszczyzny dwuwymiarowego gazu elektro-

nowego. Ten prąd spinowy jest indukowany w kierunku prostopadłym do kierunku przyłożonego

zewnętrznego pola elektrycznego (w kierunku prostopadłym do przepływu prądu ładunkowego) i

płynie w płaszczyźnie 2DEG. Rysunek 3.4 ilustruje fizykę omawianego efektu. Na rysunku 3.4(a)

przedstawiona jest zależność dyspersyjna dla dwuwymiarowego gazu elektronowego z oddziały-

waniem spin-orbita typu Rashby, które działa jak efektywne, zależne od pędu, pole magnetyczne

i ustawia spiny elektronów (przedstawione symbolicznie na rysunku jako czerwone strzałki) pro-

stopadle do ich pędu (zielone strzałki na rysunku). W obecności pola elektrycznego, przyłożonego

np. wzdłuż kierunku x̂ (rys.3.4(b)), elektrony są przyspieszane i dryfują z prędkością ṗ = −eEx̂,
a powierzchnia Fermiego ulega w czasie t0, znacznie krótszym od typowych czasów rozpraszania,

przesunięciu o |eExt0/~|. To pole elektryczne modyfikuje efektywne pole Rashby i spin elektronu
zmienia swoją orientację, tak aby ułożyć się zgodnie z jego kierunkiem, nabywając składowej

z-owej. Efektywny moment siły odchyla spin elektronu. Elektrony z py > 0 nabywają składowej

z-owej spinu zorientowanej w kierunku +ẑ, a elektrony z py < 0 - składowej w kierunku −ẑ.
Sinova i in. [37] pokazali, że składowa z-owa spinu elektronu zależy liniowo od py oraz Ex. Su-

mując po wszystkich obsadzonych stanach składowa z-owa polaryzacji spinowej znika, ale prąd

spinowy w kierunku ŷ jest skończony.

Rozważymy spinowy efekt Halla w dwuwymiarowym gazie elektronowym z oddziaływaniem
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spin-orbita typu Rashby i Dresselhausa. Hamiltonian efektywny, H, dany jest przez (3.15) oraz

przez (3.11) i (3.14). Interesuje nas sytuacja, gdy przepływający w kierunku ŷ prąd ładunkowy

indukuje, w wyniku oddziaływania spin-orbita, w kierunku x̂ prąd spinowy składowej sz. W tym

przypadku formułę (1.8) możemy zapisać w następującej postaci:

σszxy =
e~

2ω
Tr
∫

dε

2π
d2k

(2π)2
[v̂x, ŝz]+Gk(ε+ ω)v̂yGk(ε) . (3.17)

Funkcja Greena Gk(ε) = (ε−H)−1 dla rozważanego modelu:

Gk(ε) =
ε− ~

2

2mk
2 + α(σxky − σykx) + β(σxkx − σyky)

(ε− E+ + iδsgnε)(ε − E− + iδsgnε)
, (3.18)

gdzie E± to wartości własne hamiltonianu H dane przez (3.16), natomiast prędkości:

vx =
1
~

∂H

∂kx
=

~

m
kx −

α

~
σy +

β

~
σx, vy =

1
~

∂H

∂ky
=

~

m
ky +

α

~
σx −

β

~
σy . (3.19)

Wykonując w (3.17) operację śladu, a następnie biorąc granicę ω → 0, otrzymujemy:

σszxy = −i
e~2

m
(α2 − β2)

∫

dε

2π
d2k

(2π2)
k2x

(ε− Ek+ + iδsgnε)2 (ε− Ek− + iδsgnε)2
. (3.20)

Całkowanie po ε przeprowadzamy korzystając z twierdzenia o residuach [92] i dostajemy, że:

σszxy =
e~2

m
(α2 − β2) 1

4π2

∫

dk

∫ 2π

0
dφ [kR+f(Ek+) + kR−f(Ek−)] , (3.21)

gdzie f(Ek±) - funkcje rozkładu Fermiego-Diraca dla podpasma Ek± (dla T = 0 K), a R± to

residua funkcji podcałkowej w (3.20) w punkcie ε = Ek± − iδsgnε :

R+ = −R− = −
cos2(φ)

4k (α2 + β2 + 2αβ sin(2φ))3/2
. (3.22)

Podstawiając (3.22) do (3.21) otrzymujemy wyrażenie na spinowe przewodnictwo holowskie w

następującej formie:

σszxy = −
1
16π2

e~2

m
(α2 − β2)

∫

dk

∫ 2π

0
dφ
cos2(φ) (f(Ek+)− f(Ek−))
(α2 + β2 + 2αβ sin(2φ))3/2

. (3.23)

Rozważymy najpierw przypadki szczególne - gdy jedno z oddziaływań spinowoorbitalnych można

pominąć (α = 0 lub β = 0), a następnie omówimy sytuację gdy w układzie występują oba

oddziaływania spin-orbita.
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2DEG z oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby (α 6= 0 i β = 0)

W sytuacji gdy w układzie dominuje oddziaływanie spin-orbita Rashby, a oddziaływanie

Dresselhausa jest zaniedbywalnie małe, możemy położyć β = 0. Wówczas wyrażenie na prze-

wodnictwo przyjmie postać:

σszxy = −
e

16π
~
2

mα

∫

dk(f(Ek+)− f(Ek−)) . (3.24)

Jeśli potencjał chemiczny jest dodatni (µ > 0), to wówczas otrzymujemy:

σszxy = −
e

16π
~
2

mα
(kF+ − kF−) . (3.25)

Ponieważ wektory falowe na poziomie Fermiego dla pasma Ek± przyjmują postać: kF± =
1
~2

(

√

m2α2 + 2~2mµ∓mα
)

, to ostatecznie dostajemy:

σszxy =
e

8π
. (3.26)

Jeśli potencjał chemiczny jest ujemny (µ < 0), holowskie przewodnictwo spinowe wyraża się

wzorem:

σszxy =
e

16π
~
2

mα
(k+F− − k−F−) (3.27)

z wektorami falowymi na poziomie Fermiego: k±F− =
1
~2

(

mα±
√

m2α2 + 2~2mµ
)

. Po wstawie-

niu tych wyrażeń do równania (3.27) znajdujemy, że:

σszxy =
e

8π
1
mα

√

m2α2 + 2~2mµ . (3.28)

lub wykorzystując wyrażenia na gęstość cząstek:

σszxy =
e

8π
n(µ < 0)
n(µ = 0)

. (3.29)

W powyższym wyrażeniu gęstości cząstek, przy odpowiednim położeniu poziomu Fermiego, dane

są wzorami: n(µ < 0) = mαπ~4
√

m2α2 + 2~2mµ i n(µ = 0) = m
2α2

π~4 .

Wyrażenia na holowskie przewodnictwo spinowe (3.26) oraz (3.29) zostały otrzymane, przy

wykorzystaniu innego formalizmu, po raz pierwszy w pracy Sinovy i in. [37]. Holowskie prze-

wodnictwo spinowe w dwuwymiarowym gazie elektronowym przyjmuje stałą uniwersalną wartość

równą e/8π zawsze, gdy oba rozszczepione, w wyniku sprzężenia spin-orbita, pasma są obsadzone

(µ > 0), natomiast gdy obsadzone jest tylko jedno pasmo, µ < 0, przewodnictwo spinowe zanika

liniowo wraz z malejącą gęstością cząstek. Przypadek, gdy poziom Fermiego leży tylko w jednym

paśmie jest bardzo trudny do zrealizowania i większość otrzymywanych układów znajduje się, ze
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swymi parametrami, w obszarze gdzie wkład topologiczny do przewodnictwa w SEH przyjmuje

wartość uniwersalną. Z

2DEG z oddziaływaniem spin-orbita typu Dresselhausa (β 6= 0 i α = 0)

W przypadku symetrycznych studni kwantowych, oddziaływanie Rashby znika lub jest za-

niedbywalnie małe (α = 0) i oddziaływanie spin-orbita Dresselhausa staje się istotne. Rachunki

prowadzące do wyrażenia na holowskie przewodnictwo spinowe w dwuwymiarowym gazie elektro-

nowym z oddziaływaniem spin-orbita Dresselhausa są analogiczne jak w powyższym przypadku.

Otrzymujemy, że

σszxy = −
e

8π
(3.30)

dla µ > 0 oraz

σszxy = −
e

8π
n(µ < 0)
n(µ = 0)

(3.31)

gdy µ < 0.

2DEG z oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby i Dresselhausa (α 6= 0 i β 6= 0)

W ogólnym przypadku w układzie mamy do czynienia z oddziaływaniami spin-orbita obu

typów. Ponieważ oddziaływanie Rashby może być modyfikowane w wyniku przyłożenia napięcia

bramkującego, możemy obserwować wzajemne współzawodnictwo obu efektów. Rozważmy więc

(3.23) w przypadku realizowanym eksperymentalnie, a więc, gdy oba pasma są obsadzone (µ >

0). W wyniku całkowania po k dostajemy:

σszxy = −
e

8π2

∫ 2π

0
dφ

(α2 − β2) cos2(φ)
α2 + β2 + 2αβ sin(2φ)

. (3.32)

Spinowe przewodnictwo holowskie w tym przypadku znika dla |α| = |β|, natomiast gdy wartości
stałych Rashby i Dresselhausa są różne, to całkowanie po kącie w powyższym wyrażeniu daje

πsgn(α2 − β2). Ostatecznie otrzymujemy więc, że:

σszxy =



















e
8π , α2 > β2;

− e8π , β2 > α2;

0, α2 = β2.

(3.33)

Przypadek α = ±β odpowiada sytuacji, gdy współzawodnictwo między obydwoma oddziaływa-
niami spinowo-orbitalnymi niszczy SEH. Jeśli w układzie dominuje oddziaływanie Rashby, wów-

czas przewodnictwo spinowe jest stałe i wynosi e/8π, jeśli jednak w układzie dominuje oddziały-

wanie spin-orbita Dresselhausa, wówczas przewodnictwo spinowe zmienia znak (σszxy = −e/8π).
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Tak więc zmieniając napięcie bramkujące przyłożone prostopadle do płaszczyzny dwuwymia-

rowego gazu elektronowego (a co za tym idzie wartość stałej α) możemy zmieniać znak prze-

wodnictwa spinowego (kierunek przepływu prądu spinowego w układzie). Powyższe własności

dwuwymiarowego gazu elektronowego mogą znaleźć zastosowanie w urządzeniach spintronicz-

nych nowej generacji.

Powyższe wyniki są zgodne z wynikami znanymi z literatury [93, 94]. Shen [93] podał związek

między topologicznym spinowym przewodnictwem holowskim oraz fazą Berry’ego (γ) :

σszxy =
e

8π2
γ , (3.34)

gdzie γ = π(α2 − β2)/|α2 − β2|.

W pracy Sinitsyna i in. [94], wykorzystano natomiast teorię liniowej odpowiedzi Kubo. W

limicie 1τ → 0 autorzy otrzymali wyrażenie na przewodnictwo spinowe dane przez (3.33). Ostre,
nieciągłe przejście między poszczególnymi zakresami dla odpowiednich wartości holowskiego

przewodnictwa spinowego autorzy tłumaczą właśnie zachowaniem związanym z przejściem do

granicy 1τ → 0. Uwzględnienie skończonego czasu relaksacji w przybliżeniu Borna daje gładkie,
choć bardzo gwałtowne przejście od jednego zakresu do drugiego.

Stosując (1.8) w limicie ω → 0 i dla przypadku słabego rozpraszania ( 1τ → 0) otrzyma-
liśmy analityczne wyniki na wkład topologiczny do holowskiego przewodnictwa spinowego. W

Dodatku A, wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego został wyznaczony

przy wykorzystaniu formuły Kubo-Stredy danej równaniami (1.9)-(1.13).

3.4 Rola domieszek w SEH

3.4.1 Wpływ obecności domieszek na topologiczny SEH w 2DEG

W niniejszym podrozdziale interesuje nas wpływ domieszek na spinowe przewodnictwo ho-

lowskie. Na początek rozważymy 2DEG z oddziaływaniem spin-orbita Rashby i w obecności

rozmieszczonych przypadkowo domieszek. Hamiltonian możemy więc zapisać w postaci:

H = H0 + V (r) , (3.35)

gdzie H0 to hamiltonian niezaburzony, zawierający wkład od oddziaływania spin-orbita, a więc:

H0 =
~
2k2

2m
+HR (3.36)

z HR danym równaniem (3.11). Wartości własne H0 są postaci: Ek± = ~2

2mk
2 ± αk. Z kolei

V (r) =
∑

i Viδ(r−Ri), to potencjał zaburzający, pochodzący od rozmieszczonych przypadkowo
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= +

(a)

(b) (c)

...
+ + ... + + ...+ =

Rysunek 3.5: Diagramy Feynmana opisujące holowskie przewodnictwo spinowe w obecności
domieszek. Rysunek (a) przedstawia serię diagramów dających wkład do przewodnictwa: pierw-
szy z nich to tzw. diagram podstawowy opisujący wkład topologiczny do SEH (por. Dodatek
A), kolejne związane są z procesami rozpraszania na domieszkach - diagram z pojedynczą prze-
rywaną linią reprezentuje diagramy w których rozpraszanie odbywa się na pojedynczej domiesz-
ce, następne diagramy związane są z procesami rozproszeniowymi w których uczestniczą dwie,
trzy, i więcej domieszek. Sumę tych diagramów możemy przedstawić jako diagram z zrenorma-
lizowanym wierzchołkiem. Lewy wierzchołek tego diagramu odpowiada indukowanemu prądowi
spinowemu, linie ciągłe reprezentują funkcje Greena, a prawy wierzchołek reprezentuje wkład od
funkcji wierzchołkowej (rys. (b)). Rysunek (c) to graficzne przedstawienie równania na funkcję

wierzchołkową Υy.

domieszek, których potencjał jest słaby i krótkozasięgowy. W związku z tym zakładając gaus-

sowskie korelacje dostajemy, że średnia po konfiguracjach 〈Vi〉 = 0 natomiast pierwszy moment
statystyczny 〈V 2i 〉 = V 20 .

Wykorzystując formułę Kubo-Stredy możemy zapisać, że spinowe przewodnictwo holowskie

w tym przypadku będzie dane równaniem:

σszxy =
e~

2π
Tr
∫

d2k

(2π)2
〈ĵsni GR(µ)v̂yGA(µ)〉 . (3.37)

W powyższym wyrażeniu, w tzw. przybliżeniu drabinkowym, średnią po konfiguracjach domie-

szek 〈jszx GRvyGA〉 możemy zastąpić przez jszx 〈GR〉Υy〈GA〉, gdzie Υy jest funkcją wierzchołko-
wą [44, 45], a 〈GR/A〉 uśrednione po konfiguracjach funkcje Greena (dalej oznaczone jako GR/A).
Energia własna w przybliżeniu Borna dana jest wyrażeniem:

ΣRk = nV
2
0

∫

d2k

(2π)2
GRk (ε) , (3.38)

n to koncentracja domieszek. Po wstawieniu jawnej postaci GRk do powyższego równania otrzy-

mamy analityczne wyrażenie w następującej formie:

ΣRk = −
i

4
niV

2
0 (ν+ + ν−)σ0 = −iΓσ0 . (3.39)



Rozdział 3. 2DEG z jednorodnym oddziaływaniem spin-orbita Rashby 40

ν± to gęstości stanów na poziomie Fermiego dla pasm Ek± (szczegółowe rachunki zamieszczono

w Dodatku A). Wykorzystując równanie Dysona możemy wyznaczyć funkcję GR:

GRk =
(

(GRk )
−1 − ΣRk

)−1
. (3.40)

Równanie na funkcję wierzchołkową, które przy pomocy diagramów przedstawione jest na ry-

sunku 3.5(c), jest postaci:

Υy = vy + niV 20

∫

dkk

(2π)2

∫

dφGRk (εF )ΥyGAk . (3.41)

Powyższe równanie, jest równaniem samozgodnym. Rozwiążemy je zakładając następującą po-

stać funkcji wierzchołkowej:

Υy = akyσ0 + bσx + cσy. (3.42)

Wstawiając (3.42) oraz jawną postać (3.40) do (3.41) otrzymujemy, że w limicie niskiej koncen-

tracji domieszek: a = ~

m , b = c = 0. W związku z tym, funkcję wierzchołkową możemy zapisać

w postaci:

Υy = vy + γyσx , (3.43)

gdzie składowa prędkości vy = ~

mky+
α
~
σx, natomiast γy jest poprawką do funkcji wierzchołkowej,

która w przypadku limitu statycznego (ω → 0) i przy niskiej koncentracji domieszek wynosi:
γy = −α~ .

Znając postać Υy możemy wyznaczyć holowskie przewodnictwo spinowe z (3.37):

σszxy =
e~

2π

∫

dkk

(2π)2

∫

dφTr
{

jszx GRk (µ)ΥyGAk (µ)
}

. (3.44)

Wstawiając do powyższego równania (3.43) dostajemy:

σszxy =
e~

2π
Tr
∫

dkk

(2π)2

∫

dφjszx GRk (µ)vyGAk (µ)

+
e~

2π
Tr
∫

dkk

(2π)2

∫

dφjszx GRk (µ)γyσxGAk (µ). (3.45)

Pierwszy składnik w powyższym równaniu to wkład od diagramu podstawowego (σsz pxy ) odpowie-

dzialny za topologiczny wkład do przewodnictwa spinowego i jest równy e/8π, natomiast drugi

człon, to wkład od diagramów drabinkowych (σsz dxy ) wyrażony poprzez poprawkę do funkcji

wierzchołkowej γy:

σsz dxy =
e

8π
~

α
γy . (3.46)

Otrzymujemy więc, że:

σszxy =
e

8π
α′

α
; α′ = α+ ~γy . (3.47)
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Wstawiając do powyższego wyrażenia otrzymaną wcześniej jawną postać na γy dostajemy osta-

tecznie, że σszxy = 0. Otrzymany tu wynik jest zgodny z wynikami otrzymanymi przez Inoue i.

in. [95]. Autorzy rozważyli, stosując formułę Kubo, wkład od domieszek do przewodnictwa spi-

nowego również poprzez uwzględnienie funkcji wierzchołkowej i otrzymali w ogólnym, zależnym

od częstotliwości, przypadku, że:

α′(ω) = α+ ~γy(ω) ; γy(ω) = −
1
τ

α

−i~ω + ~/τ
. (3.48)

Jeśli położymy τ →∞, to otrzymamy natychmiast, że α′(ω) = α i odtworzymy, słuszny w limicie
balistycznym, wynik z pracy Sinovy i in. [37], a więc σszxy = e/8π. Jeśli jednak najpierw położymy

granicę ω → 0, to okaże się że wkład od funkcji wierzchołkowej, jak to zostało pokazane powyżej,
wynosi γy = −α~ i spinowy efekt Halla znika.

Tak więc obecność rozmieszczonych przypadkowo domieszek punktowych niszczy SEH. Prąd

spinowy, w spinowym efekcie Halla, w dwuwymiarowym gazie elektronowym z oddziaływaniem

spin-orbita Rashby jest związany z elektronami z pobliża powierzchni Fermiego (patrz Dodatek

A). Jeśli rozpraszanie na domieszkach jest izotropowe, to każdy elektron z wektorem falowym

k będzie mógł być rozproszony do dowolnego, innego stanu opisanego przez wektor falowy k′ z

jednakowym prawdopodobieństwem. Wobec tego średnia polaryzacja spinowa, związana z od-

chyleniem spinu elektronu od płaszczyzny dwuwymiarowego gazu elektronowego, znika i co za

tym idzie spinowy efekt Halla również znika.

3.4.2 SEH indukowany oddziaływaniem spin-orbita domieszek

W tym podrozdziale omówimy wpływ oddziaływania spin-orbita generowanego przez do-

mieszki na SEH w dwuwymiarowym gazie elektronowym. Rozważmy na początek model 2DEG,

w którym pominiemy na razie wewnętrzne oddziaływanie spin orbita. Jednocząstkowy hamilto-

nian efektywny opisujący układ jest więc postaci: H = H0 +Himp (H0 to niezaburzony hamil-

tonian dla 2DEG, Himp - zaburzenie, człon wynika z obecności domieszek). Jawna postać tego

hamiltonianu dana jest w następującej formie [96–98]:

H =
~
2k2

2m
+ Vkk′

(

1 + i
λ

4
(k× k′) · σ

)

. (3.49)

Tak jak poprzednio zakładamy, że potencjał domieszki, V (r), jest krótkozasięgowy. Średnia po

konfiguracjach 〈V (r)〉 wynosi zero, natomiast drugi i trzeci moment statystyczny wynoszą od-
powiednio 〈V (r1)V (r2)〉 = nv20δ(r1 − r2), 〈V (r1)V (r2)V (r3)〉 = nv20δ(r1 − r2)δ(r2 − r3). W tych
wyrażeniach n to koncentracja domieszek, a v0 =

∫

d3rV (r) = −(4π~2/m)f(θ = 0), (f(θ) -
amplituda rozpraszania).
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Funkcja Greena dla powyższego hamiltonianu, otrzymana stosując pierwsze przybliżenie

Borna, jest postaci:

GR/A = diag




1

µ− ~2k2

2m ± i
2τ↑

,
1

µ− ~2k2

2m ± i
2τ↓



 , (3.50)

gdzie τ↑,↓ = ~/2πN↑,↓nv20 (N↑,↓ - gęstość stanów nośników ze spinem „w górę”, „w dół” na

poziomie Fermiego; n - gęstość domieszek). Zewnętrzne pole elektryczne wprowadzamy do (3.49)

korzystając z podstawienia k→ k− e
~
A i otrzymujemy w konsekwencji:

HA =
~
2

2m
(kα −

e

~
Aα)2 + Vkk′ +Wkk′ +Hso−A , (3.51)

gdzie wkład opisujący rozpraszanie na domieszkach, który jest liniowy względem λ:

Wkk′ = i
λ

4
Vkk′ǫαβγkβk

′
γσα (3.52)

oraz człon opisujący sprzężenie zewnętrznego pola elektromagnetycznego z oddziaływaniem spin-

orbita:

Hso−A = −i
λe

4~
Vkk′ǫαβγ(k

′
β − kβ)σγAα . (3.53)

Operator gęstości prądu ładunkowego jα = − δHAδAα przyjmuje postać:

jα =
e~

m
(kα −

e

~
Aα) + i

e

4~
λVkk′ǫαβγ(k

′
β − kβ)σγ = evα . (3.54)

Drugi składnik powyższej sumy jest wynikiem sprzęgania się pola elektrycznego z oddziały-

waniem spin-orbita, co skutkuje pojawieniem się dodatkowego przyczynku do prędkości: vα =

v0α + v
a
α, gdzie v

0
α - człon klasyczny, a v

a
α to tzw. prędkość anomalna, która zgodnie z powyż-

szym równaniem wynosi vaα = i
λ
4~Vkk′εαβγ(k

′
β−kβ)σγ Wykorzystując definicję operatora gęstości

prądu spinowego (1.1) otrzymujemy:

jszα =
e~2

2m
(kα −

e

~
Aα)σz + i

e

8
λVkk′ǫαβz(k′β − kβ) . (3.55)

Tak jak w przypadku prądu ładunkowego, drugi składnik w tym równaniu jest poprawką do

prądu spinowego związaną z prędkością anomalną.

Proces typu skew scattering

Rozpraszanie typu skew scattering pojawia się gdy uwzględnimy w rachunku zaburzeń dla

funkcji Greena wyraz trzeciego rzędu względem potencjału rozpraszającego. Rysunek 3.6(a)

przedstawia diagramy dające wkład do spinowego przewodnictwa holowskiego związanego z tym
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(a) (c)

(b)

Rysunek 3.6: Diagramy opisujące holowskie przewodnictwo spinowe związane z procesem typu
skew scattering (a). Anomalny wierzchołek (b). Diagramy opisujące proces typu side jump (c).

Oznaczenia diagramów i ich struktura, jak na rysunku 3.6 .

procesem. Trzy linie przerywane związane są z potencjałem rozpraszającym, natomiast krzyży-

kiem oznaczono wkład od domieszek, który jest liniowy względem λ i odpowiada członowi (3.52)

w hamiltonianie. Przewodnictwo spinowe w limicie prądu stałego (ω = 0) możemy zapisać jako

sumę diagramów:

σszxy =
~

2π
Tr

∑

kk′k′′

∑

n

Dn . (3.56)

Wkład od pierwszego diagramu na rys. 3.6(a) można zapisać następująco

D1 = −i
e~3

8m2
λnv30k

2
xGRk GAk k′′2y GRk′′GAk′′GRk′ . (3.57)

Po wyznaczeniu wkładu od drugiego diagramu otrzymujemy, że spinowe przewodnictwo holow-

skie wynosi:

σszxy = −i
e~4λ

16πm2
nv30Tr

∑

kk′k′′
k2xGRk GAk k′′2y GRk′′GAk′′(GRk′ − GAk′) . (3.58)

Otrzymaliśmy wyrażenie analogiczne do tego, które wyprowadzili Tse i DasSarma [97]. Autorzy

na podstawie analogicznej zależności 2 otrzymali analityczne wyrażenie na spinowe przewodnic-

two holowskie:

σsz (SS)xy =
πe2~2

16m2
λ20v0

(

k4F↑N
2
↑ τ↑ + k

4
F↓N

2
↓ τ↓
)

. (3.59)

Autorzy liczyli gęstość prądu spinowego przemnożoną przez ładunek elektronu, tak aby miała

ona wymiar gęstości prądu elektrycznego, stąd e2 w powyższym wzorze, natomiast λ20 odpowiada

wprowadzonej przez nas stałej λ. W przypadku SEH źródłem efektu jest prąd niespolaryzowa-

nych elektronów wobec tego n↑ = n↓ = n/2 i w związku z tym N↑,↓ = m/2π~2.

2Różnica pomiędzy wyrażeniem 3.58 i odpowiadającym mu wyrażeniem w pracy [97] wynika z przyjętej przez
autorów definicji prądu spinowego, która pozwoliła wyrazić gęstość prądu spinowego w jednostkach gęstości prądu
ładunkowego
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Proces typu side jump

Źródłem procesu typu side jump jest anomalna prędkość, która generuje dodatkowy wkład

do prądu ładunkowego i spinowego. Aby wyznaczyć spinowe przewodnictwo holowskie generowa-

ne przez ten efekt musimy rozważyć diagramy Feynmana zawierające prawy lub lewy anomalny

wierzchołek, który reprezentuje sprzężenie oddziaływania spin-orbita z zewnętrznym polem elek-

trycznym (rys. 3.6(b)). Rysunek 3.6(c) przedstawia cztery diagramy, które należy uwzględnić

szukając wkładu do spinowego przewodnictwa holowskiego pochodzącego od rozpraszania typu

side jump. Postępując jak w poprzednim przypadku otrzymujemy, że [97]:

σsz (SJ)xy =
e2~

8m
λ20

(

k2F↑N↑ + k
2
F↓N↓

)

. (3.60)

Wyrażenia (3.59) oraz (3.60) są wyrażeniami analitycznymi opisującymi wkład do holow-

skiego przewodnictwa spinowego indukowanego procesami rozproszeniowymi w modelu opisują-

cym domieszki z potencjałem krótkozasięgowym. Tse oraz DasSarma uważają jednak, że wyniki

te będą słuszne również w przypadku, gdy potencjał domieszek nie jest ściśle krótkozasięgo-

wy. Zastosujmy te wyrażenia do przypadku rozmieszczonych przypadkowo ekranowanych zjoni-

zowanych domieszek. W pierwszym przybliżeniu Borna amplituda rozpraszania ekranowanego

potencjału kulombowskiego w układzie dwuwymiarowym ma postać [97]:

f(θ) =
me2

~2ǫm(q + qTF )
, (3.61)

gdzie ǫm - stała dielektryczna, q = 2k sin(θ/2), parametr ekranowania Thomasa-Fermiego qTF =

2π ne
2

ǫmεF
(εF - energia na poziomie Fermiego). Wykorzystując powyższą zależność na podstawie

(3.59) i (3.60) otrzymamy [97]:

σsz (SS)xy = −πne2λ
2
0εF
2~2

τ , (3.62)

σsz (SJ)xy =
e2λ20
4~

n . (3.63)

Z powyższych zależności widzimy, że stosunek σ
sz (SJ)
xy

σ
sz (SS)
xy

∼ ~

τεF
. Ponieważ τ ∼ (10−13 − 10−12) s,

to oba procesy rozproszeniowe dają porównywalny wkład do przewodnictwa, gdy energia na

poziomie Fermiego wynosi εF ∼ (1− 10)meV .

Spinowo-zależne procesy rozproszeniowe w 2DEG z oddziaływaniem spin-orbita Ra-

shby

W kolejnej swojej pracy Tse i DasSarma [98] rozważali SEH w dwuwymiarowym gazie elek-

tronowym z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby oraz w obecności domieszek
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Rysunek 3.7: Diagramy Feynmana wykorzystane do wyznaczenia holowskiego przewodnictwa
spinowego. Diagramy A-H związane są z procesem typu side jump, natomiast diagramy I-P
opisują rozpraszanie typu skew scattering. Linie ciągłe na diagramach reperezentują funkcje
Greena, lewy wierzchołek opisuje prąd spinowy, a prawy - prąd ładunkowy. Linie przerywane

odpowiadają potencjałowi rozpraszającemu. Rysunek pochodzi z pracy [98].

(które również są źródłem oddziaływania spin-orbita). Autorzy założyli w swoich rachunkach

niską koncentrację domieszek (εF τ >> 1) oraz zaniedbali diagramy związane ze słabą lokali-

zacją. Ponadto założono, że rozszczepienie zależności dyspersyjnej generowane oddziaływaniem

Rashby jest małe. Podobnie jak poprzednio wykorzystana została metoda diagramowa. Na ry-

sunku 3.7 przedstawiono diagramy jakie zostały rozważone przez autorów. Diagramy od A do H

opisują proces typu side jump, a diagramy od I do P odpowiadają rozpraszaniu typu skew scat-

tering . Zauważmy, że teraz hamiltonian niezaburzony, H0, zawiera dodatkowo człon opisujący

oddziaływanie spin-orbita Rashby i w konsekwencji funkcje Greena GR/Ak = (εF −H0 ± i ~

2τ )
−1

również zależą od tego sprzężenia. W przypadku procesu typu side jump oprócz omówionych

w poprzednim podrozdziale diagramów (A, B, E, F) autorzy rozważyli także diagramy, któ-

re dodatkowo zawierają poprawki do funkcji wierzchołkowej związanej z prądem ładunkowym

(diagramy C,D) lub z prądem spinowym (diagramy G, H). Po rozpisaniu tych diagramów oraz

szczegółowych rachunkach autorzy otrzymali następujące wyniki. O ile σA+Bxy zawiera oprócz

członu proporcjonalnego do λ20 jeszcze człon proporcjonalny do αλ
2
0, to poprawka do funkcji

wierzchołkowej związanej z prądem spinowym całkowicie go niweluje i w konsekwencji możemy

zapisać σA+B+C+Dxy = σSJxy /2, gdzie σ
SJ
xy zostało zdefiniowane wcześniej. Poprawka do funkcji
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wierzchołkowej związanej z prądem spinowym powoduje także, że σE+Fxy = −σG+Hxy . Dla rozpra-

szania typu skew scattering pokazane zostało, że σI+J+K+Lxy = −σM+N+O+Pxy , a więc - całkowite

wygaszanie tego procesu.

Podsumowując, w dwuwymiarowym gazie elektronowym z oddziaływaniem spin-orbita Ra-

shby wkład topologiczny do przewodnictwa spinowego w SEH jest całkowicie niwelowany przez

rozpraszanie na punktowych domieszkach, w wyniku uwzględnienia poprawki do funkcji wierz-

chołkowej związanej z prądem ładunkowym. Oddziaływanie spin-orbita od domieszek dodatkowo

generuje spinowo-zależne procesy rozproszeniowe. Jak się jednak okazuje, uwzględnienie w ra-

chunku zaburzeń poprawek do funkcji wierzchołkowych (związanych z prądem ładunkowym i

prądem spinowym), prowadzi do całkowitego wygaszania rozpraszania typu skew scattering .

Do spinowego efektu Halla daje wkład proces typu side jump. Należy jednak zauważyć, że w

cytowanej tu pracy, autorzy wzięli pod uwagę rachunek zaburzeń z wyrazami do trzeciego rzę-

du względem potencjału rozpraszającego (dopiero wyrazy trzeciego rzędu względem potencjału

rozpraszającego dają wkład do procesu typu skew scattering) oraz wyrazy najniższego rzędu

względem stałej Rashby α. W związku z powyższym otrzymane wyniki są słuszne w limicie sła-

bego oddziaływania spin-orbita Rashby oraz słabego oddziaływania spin-orbita od domieszek.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale rozważony został SEH w dwuwymiarowym gazie elektronowym ze

stałym oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby i Dresselhausa oraz w obecności domieszek. W

podrozdziale 3.3 omówiony został wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskie-

go pochodzący od stałego oddziaływania spin-orbita Rashby i Dresselhausa. Stosując formułę

(1.8) wyprowadzone zostało ogólne wyrażenie na spinowe przewodnictwo holowskie (równanie

(3.23)) na podstawie którego rozważone zostały trzy przypadki: α 6= 0 i β = 0, α = 0 i β 6= 0
oraz α 6= 0 i β 6= 0. Pierwszy przypadek to sytuacja, gdy w układzie dominuje oddziaływanie
spin-orbita Rashby, a oddziaływanie Dresselhausa jest bardzo słabe i β = 0. W tej sytuacji

pokazaliśmy, że spinowe przewodnictwo holowskie przyjmuje stałą i uniwersalną wartość e/8π

gdy poziom Fermiego znajduje się w obu podpasmach (µ > 0) oraz zanika liniowo z malejącą

gęstością cząstek, gdy µ < 0. Otrzymaliśmy więc takie same wyniki jak autorzy pracy [37],

którzy zastosowali w swoich rachunkach równanie Blocha oraz formułę Kubo. Drugi przypadek,

to przypadek symetrycznej studni potencjału (stałe oddziaływanie Rashby w tej sytuacji znika

α = 0), w której istotne jest oddziaływanie spin-orbita Dresselhausa. Spinowe przewodnictwo

holowskie przyjmuje wartość −e/8π gdy µ > 0, natomiast gdy obsadzone jest tylko jedno podpa-
smo (µ < 0), podobnie jak w poprzednim przypadku spinowe przewodnictwo (jako bezwzględna
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wartość) zanika wraz ze spadkiem gęstości cząstek. W ogólnym przypadku, gdy oba oddzia-

ływania spinowo-orbitalne są tego samego rzędu, spinowe przewodnictwo holowskie przyjmuje

wartość ±e/8π - w zależności czy dominującym oddziaływaniem jest oddziaływanie Rashby czy
Dresselhausa. SEH znika, na skutek współzawodnictwa tych oddziaływań spinowo-orbitalnych,

gdy α = β. Przypadek, ten został omówiony po raz pierwszy w pracy [94], gdzie stosowano nieco

inny formalizm.

W podrozdziale 3.4 omówiony został wpływ domieszek na spinowe przewodnictwo holow-

skie. W tym podrozdziale zastosowana została formuła Kubo-Stredy. Rozwiązanie równania na

funkcję wierzchołkową i uwzględnienie w formule na przewodnictwo poprawki z nią związanej

pozwoliło pokazać, że jeśli w 2DEG ze stałym oddziaływaniem Rashby znajdują się punktowe

domieszki (które nie generują oddziaływania spin-orbita), to spinowy efekt Halla znika. Otrzy-

mane wyniki są zgodne z wynikami Inoue i in. [95], którzy na podstwie formuły Kubo otrzymali

poprawkę od funkcji wierzchołkowej w limicie skończonych ω i τ . W dalszej części podrozdziału,

na podstawie prac Tse i DasSarmy [97, 98], omówiono przypadek domieszek generujących od-

działywanie spin orbita. Najpierw omówiony został przypadek, gdy poza domieszkami nie ma

innego źródła sprzężenia spin-orbita i SEH generowany jest tylko przez spinowo-zależne procesy

rozproszeniowe (skew scattering i side jump). W tej sytuacji można otrzymać proste analityczne

wyrażenia, na podstawie których można pokazać m.in., że proces typu side jump zależy tylko

od koncentracji nośników i jest zupełnie niezależny od czasu relaksacji. W przypadku ogólnym,

gdy w układzie poza domieszkami obecne jest również stałe oddziaływanie spin-orbita Rashby,

Tse i DasSarma wykorzystując diagramowy rachunek zaburzeń zawierający wyrazy do trzeciego

rzędu względem potencjału zaburzającego pokazali, że uwzględnienie funkcji wierzchołkowych

(związanych z prądem ładunkowym i spinowym) prowadzi do całkowitego wygaszenia procesu

typu skew scattering w rozważanym modelu.

Spinowy efekt Halla, w ogólności jest efektem złożonym, do którego prowadzi kilka róż-

nych mechanizmów. W związku z tym jest niezwykle trudno przeprowadzić ilościowe obliczenia

uwzględniające wszystkie mechanizmy prowadzące do SEH i traktujące je na równych prawach.

Co więcej, eksperymentalnie jest bardzo trudno jednoznacznie stwierdzić, który mechanizm do-

minuje w badanym układzie i jeszcze trudniej „wydzielić” wkład poszczególnych efektów do

całkowitego holowskiego przewodnictwa spinowego. Hankiewicz i Vignale [30, 99, 100] podjęli

próbę analizy zachowań poszcególnych procesów prowadzących do SEH w zależności od parame-

trów, które mogą być kontrolowane w trakcie eksperymentu (częstotliwość pola elektrycznego,

wartość pola magnetycznego, temperatura) dla tzw. rozszerzonego modelu Rashby (uwzględnia-

jącego oddziaływanie spin-orbita od domieszek, oddziaływanie Rashby oraz wpływ zewnętrzne-

go pola magnetycznego). Przedstawione w zacytowanych pracach rachunki analityczne pokazują

złożoność problemu, w sytuacji gdy chcemy uwzględnić wszystkie mechanizmy prowadzące do

SEH.



Rozdział 4

Dwuwymiarowy gaz elektronowy:

formalizm Keldysha i metoda

równań kinetycznych

Spinowy efekt Halla jest badany teoretycznie przy pomocy różnych metod. W poprzed-

nich rozdziałach wykorzystaliśmy formułę Kubo w limicie liniowej odpowiedzi oraz metody dia-

gramowego rachunku zaburzeń. Rachunek zaburzeń oparty o diagramy Feynmana znacznie się

komplikuje w przypadku układów silnie domieszkowanych, gdzie obserwujemy silne rozpraszanie

na domieszkach, których potencjał znacznie odbiega od punktowego. W takiej sytuacji bardziej

efektywny jest formalizm zaproponowany przez Keldysha [101, 102], który jednak prowadzi do

bardzo złożonych równań, gdy zastosuje się go do SEH. W tym rozdziale zastosujemy forma-

lizm Keldysha, w formie nieco zmodyfikowanej, wykorzystującej wycałkowane funkcje Keldysha

(podobnie jak w przybliżeniu półklasycznym [46]). Metoda, w zasadzie, polega na zapisaniu rów-

nań kinetycznych i wyznaczeniu wignerowskiej funkcji rozkładu. Zastosowane podejście stanowi

rozszerzenie podejścia zaproponowanego przez Mahana i Hanscha [47] na przypadek układów z

oddziaływaniem spin-orbita.

W ostatnich latach, wykorzystywano wycałkowane funkcje Keldysha w podejściu półkla-

sycznym do badań nad SEH [103–106]. Prezentowany tu formalizm zasadniczo różni się od

metod wykorzystanych w zacytowanych powyżej pracach z uwagi na sposób w jaki otrzymuje

się wycałkowane funkcje Keldysha. Proponowane w tym rozdziale podejście stanowi uogólnie-

nie na przypadek dwóch powierzchni Fermiego. Podejście to, pozwala więc badać zakres silnego

sprzężenia spin-orbita.

48
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4.1 Model i opis metody

Rozważamy dwuwymiarowy gaz elektronowy z oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby.

Hamiltonian takiego układu, uwzględniający oddziaływanie elektronów z domieszkami, jest po-

staci:

H = H0 +Himp (4.1)

gdzie

H0 =
~
2k2

2m
+ α (σxky − σykx) , (4.2)

Himp = V (r)− λ [∇V (r)] · [σ × k] (4.3)

gdzie σ = (σx, σy, σz) są, tak jak poprzednio, macierzami Pauliego, V (r) =
∑

i v(r −Ri) jest
potencjałem pochodzącym od domieszek, α i λ są stałymi oddziaływania spin-orbita, natomiast

operator k = −i∇. W tym rozdziale położymy ~ ≡ 1. Wartości własne hamiltonianu niezabu-
rzonego:

E1,2(k) = εk ± α2k2 ; εk =
k2

2m
(4.4)

Pole elektromagnetyczne wprowadzamy do hamiltonianu (4.1) poprzez potencjał wektorowy do-

konując transformacji operatora pędu: k→ k− eA (−i∇ → −i(∇− ieA) ).

Równania na funkcje Greena

Stosujemy nierównowagowe funkcje Greena, które pozwolą znaleźć równania kinetyczne na

spinowo-zależne funkcje rozkładu w przybliżeniu półklasycznym. Wykorzystamy macierz funkcji

Greena wprowadzoną przez Keldysha do opisu procesów nierównowagowych [101, 102], zawie-

rającą trzy funkcje Greena: opóźnioną - GR, przedwczesną - GA oraz funkcję Keldysha - GK 1.

Założymy także, że rozpraszanie na domieszkach jest słabe i możemy zastosować przybliżenie

Borna.

Równanie na funkcje Greena możemy zapisać w następującej postaci:

(

i
∂

∂t1
−H01

)

G̃(ξ1, ξ2) = δ(ξ1, ξ2)Ĩ +
∫

dξ3Σ̃(ξ1, ξ3)G̃(ξ3, ξ2) (4.5)

gdzie ξ = (r, t), a G̃, Σ̃ jest odpowiednio macierzą funkcji Greena i energii własnej w przestrzeni

spinowej i przestrzeni Keldysha:

G̃ =





GR GK

0 GA



 , Σ̃ =





ΣR ΣK

0 ΣA



 (4.6)

1Każda z tych trzech funkcji jest również macierzą w przestrzeni spinowej.
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Wykorzystując jawną postać H0 równanie (4.5) możemy zapisać następująco:

(

i
∂

∂t1
+
∆1
2m
− i e

mc
A(t1) · ∇1 + iασx∇y1 − iασy∇x1

+α
e

c
σxAy(t1)− α

e

c
σyAx(t1)

)

G̃(ξ1, ξ2) = δ(ξ1, ξ2)Ĩ +
∫

dξ3Σ̃(ξ1, ξ3)G̃(ξ3, ξ2), (4.7)

Powyższe równanie ruchu jest zapisane dla zmiennych ξ1. Postępując w analogiczny sposób,

możemy także zapisać równanie dla zmiennych ξ2:

(

−i ∂
∂t2
+
∆2
2m
+ i

e

mc
A(t2) · ∇2

)

G̃(ξ1, ξ2)− iα∇y2G̃(ξ1, ξ2)σx + iα∇x2G̃(ξ1, ξ2)σy

+α
e

c
Ay(t2)G̃(ξ1, ξ2)σx − α

e

c
Ax(t2)G̃(ξ1, ξ2)σy = δ(ξ1, ξ2)Ĩ +

∫

dξ3G̃(ξ1, ξ3)Σ̃(ξ3, ξ2) (4.8)

Odejmując stronami (4.7) i (4.8) dostajemy:

(

i

(

∂

∂t1
− ∂

∂t2

)

+
1
2m
(∆1 −∆2)− i

e

mc
(A(t1) · ∇1 +A(t2) · ∇2)

)

G̃(ξ1, ξ2)

+iα

(

σx
∂G̃(ξ1, ξ2)

∂y1
+
∂G̃(ξ1, ξ2)

∂y2
σx

)

− iα
(

σy
∂G̃(ξ1, ξ2)

∂x1
+
∂G̃(ξ1, ξ2)

∂x2
σy

)

−αe
c

(

σyAx(t1)G̃(ξ1, ξ2)−Ax(f2)G̃(ξ1, ξ2)σy
)

+α
e

c

(

σxAy(t1)G̃(ξ1, ξ2)−Ay(t2)G̃(ξ1, ξ2)σx
)

=
∫

dξ3
(

Σ̃(ξ1, ξ3)G̃(ξ3, ξ2)− G̃(ξ1, ξ3)Σ̃(ξ3, ξ2)
)

(4.9)

Przejdziemy teraz do zmiennych wignerowskich. W tym celu należy najpierw dokonać przej-

ścia do współrzędnych opisujących ruch środka masy (R, T ) oraz ruch względny (r, t) stosując

transformację zmiennych przestrzennych: r = r1 − r2, 2R = r1 + r2 oraz czasowych: t = t1 − t2,
2T = t1 + t2. Następnie wykonuje się transformatę Fouriera od zmiennych r i t do zmiennych k

i Ω. W konsekwencji dostajemy następujące równanie na funkcje Greena:

(

∂

∂T
+
k

m
· ∂
∂R
+

e

m
TE · ∂

∂R
+

e

m
E · k ∂

∂Ω

)

G̃kΩ + iα (ky + eEyT )
[

σx, G̃kΩ
]

−

−iα (kx + eExT )
[

σy, G̃kΩ
]

−
+
α

2

[

σx,
∂G̃kΩ
∂Y

]

+

− α

2

[

σy,
∂G̃kΩ
∂X

]

−α
2
eEx

[

σy,
∂G̃kΩ
∂Ω

]

+

+
α

2
eEy

[

σx,
∂G̃kΩ
∂Ω

]

+

+ i
[

Σ̃k,Ω, G̃kΩ
]

−
= 0 (4.10)

Otrzymane równanie stanowi uogólnienie równania otrzymanego przez Mahana [47] na przypa-

dek układu z oddziaływania spin-orbita.

W równaniu (4.10) prędkość elektronu jest zadana przez wyrażenie: vk = 1
m(k + eET ),

które jest zależne od czasu. Taka zależność od czasu nie ma tu sensu fizycznego, wobec czego
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dokonujemy za Mahanem i Hanschem [47, 107, 108] następującego podstawienia:

k+ eET −→ K
∂

∂T
−→ ∂

∂T
+ eE · ∇k, (4.11)

i w konsekwencji otrzymujemy równanie, które w limicie liniowym względem pola elektrycznego

E ma postać [109]:

(

∂

∂T
+ eE · ∇k +

1
m
K · ∂

∂R
+

e

m
E ·K ∂

∂Ω

)

G̃KΩ + iαKy
[

σx, G̃KΩ
]

−

−iαKx
[

σy, G̃KΩ
]

−
+

[

σx,
∂G̃KΩ
∂Y

]

+

α

2
− α

2

[

σy,
∂G̃KΩ
∂X

]

+

− α

2
eEx

[

σy,
∂G̃KΩ
∂Ω

]

+

+
α

2
eEy

[

σx,
∂G̃KΩ
∂Ω

]

+

= −i
[

Σ̃KΩ, G̃KΩ
]

−

(4.12)

Równanie to opisuje dynamikę nierównowagową w układzie, który w ogólności może być nie-

jednorodny. Jeśli założymy, że układ jest jednorodny i znajduje się w stanie stacjonarnym, to

otrzymamy:

(

eE · ∇k +
e

m
E ·K ∂

∂Ω

)

G̃KΩ + iαKy
[

σx, G̃KΩ
]

−
− iαKx

[

σy, G̃KΩ
]

−

−α
2
eEx

[

σy,
∂G̃KΩ
∂Ω

]

+

+
α

2
eEy

[

σx,
∂G̃KΩ
∂Ω

]

+

= −i
[

Σ̃KΩ, G̃KΩ
]

−
(4.13)

Na podstawie tego równania znajdujemy równanie na pozadiagonalny element macierzy G̃ - na

funkcję GK :

(

eE · ∇k +
e

m
E · k ∂

∂ε

)

GKkε + iαky
[

σx, G
K
kε

]

−

−iαkx
[

σy, G
K
kε

]

−
− α

2
eEx

[

σy,
∂GKkε
∂ε

]

+

+
α

2
eEy

[

σx,
∂GKkε
∂ε

]

+

= −i
(

ΣRkεG
K
k,ε +Σ

K
kεG
A
kε −GRkεΣKkε −GKkεΣAkε

)

(4.14)

Równanie to jest półklasycznym równaniem kinetycznym na funkcję Keldysha dla dwuwymiaro-

wego gazu z oddziaływaniem spin-orbita Rashby. Jest to równanie ogólne, słuszne również, gdy

weźmiemy pod uwagę rozpraszanie na fononach lub inne mechanizmy prowadzące do relaksacji,

które mogą zostać włączone poprzez energię własną Σεk. Identyczne równanie otrzymamy jeśli

pole elektryczne wprowadzimy poprzez potencjał skalarny, co pokazuje, że problem jest nieza-

leżny od wyboru cechowania. W powyższym równaniu oraz w dalszej części tego rozdziału dla

uproszczenia zapisu K zastąpiono przez k, a Ω przez ε.
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Zakładamy małe odchylenie od równowagi, co oznacza, że funkcja Greena może być zapi-

sana jako suma równowagowej funkcji Greena, G0kε, oraz składnika opisującego odchylenie od

równowagi, δGkε, jak poniżej:

Gkε ≃ G0kε + δGkε (4.15)

Równowagowe funkcje Greena G0Rkε i G
0A
kε możemy wyznaczyć wykorzystując hamiltonian nieza-

burzony, H0, dany przez (4.2):

G0R,Akε =
ε− εk + α (kyσx − kxσy)

(ε− E1k ± iδ1)(ε − E2k ± iδ2)
, (4.16)

gdzie δ1,2 - małe liczby charakteryzujące dekoherencję stanów utworzonych w wyniku oddzia-

ływania Rashby. Jeśli zaniedbamy przesunięcie energetyczne pasm związane z obecnością do-

mieszek, to możemy uwzględnić tylko część urojoną funkcji Greena, którą możemy zapisać w

następującej formie [109]:

G0Rkε = −i
π

2
((1 + nk · σ) δ(ε − E1k) + (1− nk · σ) δ(ε − E2k)) (4.17)

oraz G0Akε = −G0Rkε , natomiast nk to wektor jednostkowy zdefiniowany następująco:

nk =
(

αky
λk

,−αkx
λk

, 0
)

; λk = αk . (4.18)

Funkcja Keldysha, G0Kkε , w równowadze jest natomiast związana z funkcją rozkładu Fermiego-

Diraca f(ε) następującą zależnością [101, 102]:

G0Kkε = [1− 2f(ε)]
(

G0Rkε −G0Akε
)

(4.19)

Energię własną, związaną z rozpraszaniem na domieszkach możemy wyznaczyć na podstawie

zależności:

Σkε = Nimp
∫

d2k′

(2π)2
vkk′ Gk′ε v

∗
k′k, (4.20)

gdzie Nimp jest koncentracją domieszek, natomiast vkk′ element macierzowy potencjału domiesz-

ki. Wykorzystując (4.15) oraz fakt, że
[

H0, G
0
kε

]

− = 0 otrzymujemy w limicie liniowym względem

E równanie, które pozwala wyznaczyć nierównowagową poprawkę, δGKkε, do funkcji Keldysha

GKkε ≃ G0Kkε + δGKkε [109]:
(

eE · ∇k +
e

m
E · k ∂

∂ε

)

G0Kkε + iαky
[

σx, δG
K
kε

]

−

−iαkx
[

σy, δG
K
kε

]

−
− α

2
eEx

[

σy,
∂G0Kkε
∂ε

]

+

+
α

2
eEy

[

σx,
∂G0Kkε
∂ε

]

+

= −iΣ0Rkε δGKkε − i δΣKkεG0Akε + iG0Rkε δΣKkε + i δGKkε Σ0Akε (4.21)
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w którym Σ0kε to równowagowa energia własna.

Możemy zapostulować rozwiązanie równania (4.21) w postaci:

δGKkε = −iπ [Qk δ(ε − E1k) +Rk δ(ε −E2k)] , (4.22)

gdzie funkcje Qk i Rk są zdefiniowane na powierzchni ε = E1,2 k i zależą tylko od kierunku

wektora k na tej powierzchni:

Qk = Q0k +Qk · σ (4.23)

Rk = R0k +Rk · σ (4.24)

W związku z tym, aby wyznaczyć δGKkε należy wyznaczyć Qk i Rk. Znając funkcję G
K
kε możemy

powiązać ją z wignerowską finkcją rozkładu a następnie wyznaczyć interesujące nas wielkości

makroskopowe takie jak np. gęstość cząstek, prąd ładunkowy, prąd ciepła.

Prąd spinowy i holowskie przewodnictwo spinowe

Wignerowska funkcja rozkładu, f(k, ε,R, T ), jest związana z funkcją Greena G< poprzez

następującą relację:

f(k, ε,R, T ) = −iG<(k, ε,R, T ) . (4.25)

Gęstość prądu ładunkowego możemy zdefiniować poprzez funkcję Wignera:

jelµ = eTr
∫

dDk

(2π)D
vµ

∫

dε

2π
f(k, ε,R, T ) (4.26)

i wobec tego, wstawiając (4.25) do powyższego równania, otrzymamy:

jelµ = −ieTr
∫

dDk

(2π)D
vµ

∫

dε

2π
G<(k, ε,R, T ) . (4.27)

Stosując znane relacje między funkcjami Greena i funkcją spektralną 2, A, znajdujemy:

G< =
1
2
GK + i

1
2
A (4.28)

Funkcja spektralna, A, nie zależy od stanu układu, więc możemy ją pominąć gdy rozważamy

wkład nierównowagowy [46] i w związku z tym:

jelµ = −i
1
2
eTr

∫

dDk

(2π)D
vµ

∫

dε

2π
GK (4.29)

2Wykorzystano tu relacje: G> −G< = −iA oraz G> +G< = GK .
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Gęstość prądu spinowego możemy otrzymać w analogiczny sposób zamieniając w powyższych

wyrażeniach vµ na [vµ, σz]+/4:

jszµ = −i
1
8
Tr
∫

dDk

(2π)D
[vµ, σz]+

∫

dε

2π
GK (4.30)

4.2 SEH w domieszkowanym dwuwymiarowym gazie elektrono-

wym

Aby wyznaczyć spinowe przewodnictwo holowskie należy najpierw rozwiązać równanie (4.21),

które po wykorzystaniu (4.22) sprowadza się do układu równań na podstawie których możemy

wyznaczyć funkcje Qk i Rk. Załóżmy dla uproszczenia, że pole elektryczne skierowane jest w

kierunku osi y: E = (0, E, 0) oraz że rozpraszanie na domieszkach nie zależy od spinu, a więc

λ = 0, a potencjał vkk′ jest proporcjonalny do macierzy jednostkowej w przestrzeni spinowej.

Biorąc pod uwagę powyższe założenia i zapisując równanie (4.21) w jawnej postaci całkujemy

to równanie po ε. W konsekwencji otrzymujemy układ ośmiu sprzężonych równań na składowe

wektorów Q̃k = (Qk0, Qkx, Qky, Qkz)T i R̃k = (Rk0, Rkx, Rky, Rkz)T. Równania te mogą być

rozwiązane, gdy założymy, że wszystkie średnie 〈Qkµ〉 oraz 〈Rkµ〉 (µ = 0, x, y, z) po orienta-
cjach wektora falowego są znanymi funkcjami. Wykonując dalsze rachunki otrzymamy, że układ

równań na Qkµ może być zapisany w następującej formie [109]:

M1k Q̃k = A1k. (4.31)

M1k jest tutaj macierzą 4× 4 następującej postaci:

M1k =















1/τ1 0 0 0

0 1/τ1 0 2αkx
0 0 1/τ1 2αky

0 −2αkx −2αky 1/τ1















, (4.32)

gdzie 1/τ1 = 1/τ11 + 1/τ12. Składowe wektora A1k są zdefiniowane następująco:

A1k0 = eE
∂f̃1
∂E1k

∂E1k
∂ky
+
〈Qk0〉
τ11
+
nk · 〈Qk〉

τ11
+
〈Rk′0〉
τ12

+
nk · 〈Rk′〉

τ12
, (4.33)

A1kµ = eEf̃1
∂nkµ
∂ky
+ eE

∂f̃1
∂E1k

∂E1k
∂ky

nkµ
〈Qkµ〉
τ11
+
〈Rk′µ〉
τ12

+
nkµ〈Qk0〉

τ11
+
nkµ〈Rk′0〉

τ12
(4.34)

indeks µ = x, y, z, f̃1k ≡ 2f(E1k) − 1, gdzie f(E1k) to funkcja rozkładu Fermiego-Diraca, na-
tomiast k′ spełnia warunek E2k′ = E1k, a więc może być traktowane jako funkcja k. Wprowa-

dziliśmy także wewnątrzpasmowe, τ11, i międzypasmowe, τ12, czasy relaksacji. Podobny układ



Rozdział 4. 2DEG: formalizm Keldysha i metoda równań kinetycznych 55

równań możemy napisać dla Rk′µ. Po rozwiązaniu tych układów równań i uśrednieniu po kierun-

kach wektora k (oraz k′) otrzymujemy układ ośmiu równań liniowych na Q̃k i R̃k. Rozwiązanie

tego układu równań pozwala nam znaleźć Qk′µ i Rk′µ.

Znając postać δGKkε dla rozważanego przez nas modelu i wykorzystując (4.15), (4.22), otrzy-

mujemy gęstość prądu spinowego płynącego w kierunku x [109]:

jx = −
e

2

∫

d2k

(2π)2

[

kx
m
(Qk0 +Rk0)− α (Qky +Rky)

]

(4.35)

Przy założeniu, że nie ma przejść międzypasmowych (1/τ12 = 1/τ21 = 0) oraz, że τ11 = τ22 = τ

otrzymujemy [109]:

jszx =
eE

8π2m2

∫

dk kA , (4.36)

A =
(

1 +
k

mα

)

∂f̃1
∂E1k

+
(

1− k

mα

)

∂f̃2
∂E2k

+
1
αk
(f̃1 − f̃2) . (4.37)

Wykonując całkowanie (4.36) po k otrzymamy, że jszx = 0. To oznacza, że rozpraszanie elektro-

nów na domieszkach wygasza SEH, nawet jeśli gęstość domieszek jest niska, a potencjał rozpra-

szający słaby. Wynik ten jest zgodny, z wynikami otrzymanymi wcześniej w literaturze [95, 110]

przy pomocy innych metod, jak również z wynikami prezentowanymi w poprzednim rozdziale.

Podsumowanie

Podsumowując, w niniejszym rozdziale rozważono dwuwymiarowy gaz elektronowy z od-

działywaniem spin-orbita Rashby w obecności potencjału rozpraszającego od domieszek. W ra-

chunkach wykorzystano formalizm Keldysha, który został zmodyfikowany tak, aby możliwe było

przeanalizowanie przypadku dwóch dobrze rozseparowanych powierzchni Fermiego. Rozważania

były ograniczone do przypadku małego odchylenia od równowagi i niskiej koncentracji domie-

szek. W ogólnym przypadku SEH w obecności domieszek jest redukowany w wyniku rozpraszania

elektronów na domieszkach. Efekt ginie całkowicie, tylko gdy założymy szczególne warunki na

wewnątrzpasmowe i międzypasmowe czasy relaksacji.



Rozdział 5

Spinowy efekt Halla w

dwuwymiarowym gazie

elektronowym indukowany

fluktuacjami pola Rashby

W niniejszym rozdziale omówimy wpływ fluktuacji pola Rashby na spinowe przewodnic-

two holowskie w dwuwymiarowym gazie elektronowym. W poprzednich rozdziałach omówiliśmy

zachowanie przewodnictwa holowskiego w dwuwymiarowym gazie elektronowym z jednorod-

nym oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby. Pokazaliśmy kluczową rolę obecności domieszek,

które nawet w limicie niskich koncentracji, przy założeniu braku spinowo-zależnych efektów roz-

proszeniowych, niszczą SEH. Fluktuacje pola Rashby (które są spowodowane przypadkowym

rozmieszczeniem lub pewnymi niejednorodnościami na ścianach studni kwantowej) odgrywają

istotną rolę w transporcie spinowym.

Dynamika spinowa zdeterminowana fluktuacjami oddziaływania spin-orbita jest dość po-

wszechna w symetrycznych studniach kwantowych [111], takich jak np. Si/SiGe [112] oraz Ga-

As/AlGaAs wzrastających wzdłuż kierunku krystalograficznego (110) [113]. W przypadku fluk-

tuującego pola Rashby w układzie bez domieszek, Moca i in. [87] pokazali przy pomocy analizy

numerycznej opartej o model ciasnego wiązania dla skończonego układu, że SEH może być skoń-

czony. Okazuje się jednak, że w takich układach domieszki odgrywają mniej znaczącą rolę niż w

przypadku układów ze stałym oddziaływaniem Rashby i SEH nie znika w limicie małej koncen-

tracji domieszek.

56
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Rozważać będziemy dwuwymiarowy gaz elektronowy w symetrycznej studni kwantowej ze

stałym oddziaływaniem spin-orbita Dresselhausa oraz z fluktuującym polem Rashby. Hamilto-

nian opisujący ten układ w przestrzeni wektora falowego jest postaci:

Hkk′ = H
0
kk′ +H

FR
kk′ . (5.1)

H0kk′ to jednocząstkowy hamiltonian niezaburzony zawierający człon kinetyczny oraz składnik

opisujący oddziaływanie spin-orbita Dresselhausa:

H0kk′ =
k2

2m
δkk′ + β(σxkx − σyky)δkk′ . (5.2)

Człon HFRkk′ opisuje fluktuacje pola Rashby i będzie traktowany w sposób perturbacyjny

HFRkk′ =
λkk′

2

(

σx(ky + k′y)− σy(kx + k′x)
)

. (5.3)

W powyższych wyrażeniach, oraz w dalszej części tego rozdziału, aby zachować spójność z wy-

rażeniami z cytowanych prac, położymy ~ = 1. Zakładać będziemy, że parametr oddziaływania

Rashby λ(r) jako średnia przestrzenna znika: 〈λ(r)〉 = 0, natomiast drugi moment statystyczny
jest różny od zera 〈λ(r)λ(r′)〉 = C(r− r′), a jego transformata Fouriera wynosi [75]

Cq = |λq|2 = 2π〈λ2〉R2e−qR ; (5.4)

gdzie wektor q = k − k′ opisuje przekaz pędu w wyniku rozpraszania na fluktuacjach pola
Rashby, a parametr R oznacza zasięg korelacji.

Na początek przeanalizujemy sytuację, gdy oddziaływanie spin-orbita typu Dresselhausa

jest zaniedbywalnie małe i położymy β = 0, a następnie rozważymy przypadek, gdy β 6= 0

5.1 SEH w 2DEG indukowany fluktuacjami pola Rashby

Rozważamy przypadek dwuwymiarowego gazu elektronowego w symetrycznej studni kwan-

towej, w której oddziaływanie spin-orbita Dresselhausa jest zaniedbywalnie małe, natomiast

przypadkowo rozmieszczone, w pobliżu ścian studni, donory będą indukowały lokalne fluktuują-

ce pole Rashby. Problem ten został opisany w pracach Dugaev i in. [88, 114]. W tej sytuacji

hamiltonian niezaburzony (5.2) zawiera tylko człon kinetyczny (β = 0). Zaburzenie związane

z obecnością zewnętrznego pola elektromagnetycznego możemy uwzględnić poprzez dodatko-

wy człon w hamiltonianie H(A)kk′ = −ev̂ · A. Po wyznaczeniu operatora prędkości, v̂, otrzyma-
my [88, 114]:

H
(A)
kk′ = −

e

m
k ·Aδkk′ +

e2A2

2m
δkk′ − eλkk′(σxAy − σyAx) (5.5)
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Rysunek 5.1: Diagramy Feynmana dające wkład do gęstości prądu spinowego. Lewy wierzcho-
łek odpowiada operatorowi gęstości prądu spinowego, a prawy wierzchołek opisuje zaburzenie
związane z zewnętrznym polem elekromagnetycznym. Linia przerywana na wykresie oznacza

korelator fluktuującego pola Rashby. Rysunek pochodzi z pracy [114].

W limicie liniowej odpowiedzi, drugi składnik powyższego równania będzie pominięty, natomiast

trzeci składnik opisuje sprzężenie pola elektrycznego ze spinem elektronu poprzez fluktuacje pola

Rashby i jest odpowiedzialny za pojawienie się anomalnego wierzchołka prądowego w diagra-

mie Feynmana. W rachunkach wykorzystamy definicję operatora gęstości prądu spinowego (1.1)

zapisanego tu w postaci jszα =
1
4e [jα, σz]+, gdzie operator gęstości prądu elektrycznego [114]:

(jx,y)kk′ = −
∂H
(A)
kk′

∂Ax,y
=

e

m
(kx,y − eAx,y) δkk′ ∓ eλkk′σy,x . (5.6)

Rozważamy SEH jako odpowiedź układu na zewnętrzne pole zadane przez potencjał wekto-

rowy A(t) = Ae−iωt. Gęstość prądu spinowego jszα (ω) policzymy stosując formułę Kubo. Rysu-

nek 5.1 przedstawia diagramy dające wkład do szukanej przez nas gęstości prądu spinowego. Za-

uważmy, że operator gęstości prądu spinowego nie posada wkładu od oddziaływania spin-orbity

i wobec tego nie pojawiają się tu diagramy z lewym anomalnym wierzchołkiem. Zakładając, że

pole elektryczne jest zorientowane wzdłuż osi y (A = Ayŷ), w wyniku SEH pojawi się w układzie

prąd spinowy w kierunku osi x. Analizując lewy diagram na rys.5.1 otrzymujemy za autorami

omawianych prac:

jsz(1)x (ω) =
ie

4m
Tr
∑

kk′

∫

dε

2π
kxσzGk(ε+ ω)|λkk′ |2

(

σx(ky + k′y)− σy(kx + k′x)
)

×Gk(ε+ ω)σxAyGk(ε) , (5.7)

gdzie Gk(ε) jest funkcją Greena związaną z hamiltonianem niezaburzonym, proporcjonalną do

macierzy jednostkowej w przestrzeni spinowej, natomiast indeks „(1)” informuje, że jest to wkład

tylko od lewego diagramu z rys.5.1. Analogiczne wyrażenie możemy otrzymać dla prawego diagra-

mu - jsz(2)x (ω). Całkowita gęstość prądu spinowego jest więc sumą jszx (ω) = j
sz (1)
x (ω)+ jsz (2)x (ω).

Korzystając z relacji między transformatami Fouriera potencjału wektorowego i pola elektrycz-

nego A = −iEω oraz wykonując całkowanie po energii - ε otrzymujemy w limicie ω → 0, że
spinowe przewodnictwo holowskie dane jest przez następujące wyrażenie:

σszxy =
ie

4πm

∑

kq

(2k2x − kxqx)CqGRk (GRk−q −GAk−q)GAk (5.8)
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Funkcje GR,Ak są funkcjami Greena na poziomie Fermiego. Wykorzystując relację GRk−q−GAk−q =
−2πiδ(µ − εk−q) powyższe równanie możemy zapisać następująco:

σszxy =
πe

2mΓ

∫

d2k

(2π)2

∫

d2q

(2π)2
kx(2kx − qx)Cqδ(εk − µ)δ(µ− εk−q). (5.9)

Γ = 1
2τ , gdzie τ = (τ

−1
0 + τ

−1
s )
−1 to całkowity czas relaksacji uwzględniający procesy relaksacji

związane z rozpraszaniem na domieszkach -τ0 oraz z rozpraszaniem z odwróceniem spinu na

fluktuacjach pola Rashby - τs. Po wykonaniu całkowania po kącie θ (kącie między wektorami k

i q) otrzymamy:

σszxy =
e

8π
τ
m

π

∫ 2kF

0
dqCq

√

4k2F − q2 . (5.10)

Biorąc pod uwagę wyrażenie na czas relaksacji spinowej [115]:

1
τs
=
m

4π

∫ 2kF

0
dqCq

√

4k2F − q2 (5.11)

dostajemy:

σszxy =
e

2π
τ

τs
. (5.12)

Wynik ten, z dokładnością do czynnika liczbowego1, został, jak już wcześniej wspominaliśmy,

po raz pierwszy otrzymany przez Dugaeva i in. [88, 114]. Zależność ta pokazuje, że spinowe

przewodnictwo holowskie nie przyjmuje stałej - uniwersalnej wartości, tylko zależy od procesów

relaksacji związanych z rozpraszaniem na domieszkach oraz fluktuacjach oddziaływania spin-

orbita. Co więcej, SEH nie znika, jak to ma miejsce w domieszkowanym dwuwymiarowym gazie

elektronowym ze stałym oddziaływaniem spin-orbita.

Przedyskutujmy dokładniej otrzymany wynik. Wstawiając (5.4) do (5.10) otrzymamy:

σszxy =
e

4π
τm〈λ2〉

∫ 2kFR

0
dx
√

4k2FR
2 − x2 (5.13)

=
e

2
τm〈λ2〉kFR(I1(2kFR)− L1(2kFR)) , (5.14)

gdzie I1(x) oraz L1(x) to odpowiednio funkcja specjalna Bessla i Struve’a. Na podstawie powyż-

szego wyrażenia możemy znaleźć proste analityczne wyrażenia dla dwóch szczególnych limitów:

σszxy =
e

2π
τm〈λ2〉







π
2k
2
FR
2 ; kFR << 1

kFR ; kFR >> 1
(5.15)

W limicie półklasycznym, długozasięgowych korelacji, kFR >> 1 spinowe przewodnictwo ho-

lowskie zależy liniowo od kFR i dąży do stałej wartości e/2π. Sytuacji tej odpowiada niska

koncentracja domieszek w układzie, która razem z niskimi temperaturami w układzie powodują,

1Różnica między zależnością (5.12) a odpowiadającymi jej zależnościami w pracach [88, 114] wynika z różnic
w definicji prądu spinowego lub korelatora.
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Rysunek 5.2: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji kFR. Dla różnych czasów relaksacji
związanych z rozpraszaniem na domieszkach τ0. Parametr τs0 jest zdefiniowany przez zależność

τ−1s0 = m〈λ〉, σ0 = e/2π. Na podstawie [114].

że τ → τs. Limit kFR << 1 wskazuje że układ jest w limicie silnie zanieczyszczonym (domieszko-

wanym) z bardzo długimi czasami relaksacji τs. W rezultacie spinowe przewodnictwo holowskie

jest małe i dąży do zera jak k2FR
2. Rysunek 5.2 przedstawia spinowe przewodnictwo holowskie

unormowane do σ0 = e/2π w funkcji 2kFR dla różnych wartości czasów relaksacji związanych z

rozpraszaniem na domieszkach τ0.

5.2 SEH w 2DEG z oddziaływaniem spin-orbita Dresselhausa

oraz z fluktuującym polem Rashby

Omówimy teraz przypadek bardziej ogólny i założymy, że β 6= 0 [91]. Hamiltonian niezabu-
rzony (5.2) posiada teraz dwie wartości własne Ek± = k

2

2m±βk. Funkcje Greena dla hamiltonianu
H0kk′ wzięte na poziomie Fermiego możemy zapisać w postaci:

GRk = GRk 0σ0 + GRk xσx + GRk yσy , (5.16)

gdzie

GRk 0 =
1
2

(

GRk+ + GRk−
)

, GRk x =
1
2
cosφ

(

GRk+ − GRk−
)

, GRk y = −
1
2
sinφ

(

GRk+ − GRk−
)

, (5.17)

przy czym

GRk± =
1

µ− Ek± + iΓ
, (5.18)
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Rysunek 5.3: Diagramy Feynmana dające wkład do spinowego przewodnictwa holowskiego w
limicie prądu stałego.

natomiast φ jest współrzędną kątową wektora k. Γ jest równe 1/2τ , gdzie τ to czas relaksacji.

Zakładać będziemy, że Γ jest parametrem fenomenologicznym. Operator gęstości prądu ładun-

kowego jest natomiast dany następującym wyrażeniem:

jx(y) =
∂Hkk′

∂kx(y)
=

e

m
kx(y)δkk′ ± βeσx(y)δkk′ ∓ eλkk′σy(x) . (5.19)

Spinowe przewodnictwo holowskie zostanie wyznaczone przy pomocy formuły Kubo-Stredy

wprowadzonej w Rozdziale 1:

σszxy = σ
sz I
xy + σ

sz II
xy , (5.20)

gdzie σsz IIxy to wkład do przewodnictwa spinowego od stanów elektronowych poniżej poziomu

Fermiego, który jednak znika w rozważanym przez nas problemie. Tak więc, całkowite spinowe

przewodnictwo holowskie będzie związane tylko z σsz Ixy , danym przez (1.11). Wkład ten można

wyrazić poprzez serię diagramów Feynmana, co zapisujemy następująco:

σszxy =
e

2π
Tr
∑

kk′
(D1 +D2 +D3). (5.21)

Rysunek 5.3 przedstawia rozważane przez nas diagramy. Pierwszy z tych diagramów, to oma-

wiany w Dodatku A diagram podstawowy związany z topologicznym wkładem od SEH, który

omawialiśmy w podrozdziale 3.3. Dostajemy więc na podstawie wcześniejszych rachunków, że:

σsz pxy =
e

2π
Tr
∑

kk′
D1 = −

e

8π
, (5.22)

co pozwala nam zapisać:

σszxy = −
e

8π
+ δσszxy. (5.23)
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Musimy więc znaleźć wkład do spinowego przewodnictwa holowskiego δσszxy:

δσszxy =
e

2π
Tr
∑

kk′
(D2 +D3) . (5.24)

Rozpisując diagramy i wykonując operację śladu, dostajemy:

δσszxy =
e

2π

∑

kk′

kx
2m
(ky + k′y)

|λkk′ |2
2
(T1 + T3)−

e

2π

∑

kk′

kx
2m
(kx + k′x)

|λkk′ |2
2
(T2 + T4), (5.25)

gdzie funkcje T1 − T4 są zdefiniowane następująco:

T1 + T3 = i
1
2
(

cosφ sinφ′ + sinφ cosφ′
)

×
(

GAk+G
R
k− −GAk−GRk+

)(

GAk′− −GAk′+ +GRk′− −GRk′+
)

, (5.26)

T2 + T4 = −i
1
2
(

cosφ cosφ′ − sinφ sinφ′
)

×
(

GAk+G
R
k− −GAk−GRk+

) (

GAk′+ −GAk′− +GRk′+ −GRk′−
)

+i
(

GRk+G
A
k− +G

R
k−G

A
k+

)(

GAk′0 −GRk′0
)

, (5.27)

gdzie φ i φ′, to odpowiednio współrzędne kątowe wektorów k i k′. Dokonując zamiany zmiennych

związanej z faktem, że k′ = k− q, oraz całkując po kącie φ znajdujemy:

δσszxy =
eΓ
√
2

16π2

∫

dqq

∫

dθ

∫

dk k
Cq
4m

k(2k − q cos θ)
(εF − εk)2 + 2mβ2εk

× [|F1|δ(εk − ε1) + |F2|δ(εk − ε2)] [δ(εF − Ek−q+) + δ(εF − Ek−q−)] . (5.28)

W powyższym wyrażeniu εk = k2/2m, kąt θ jest kątem pomiędzy wektorami k i q, a funkcja Fi

(i = 1, 2) jest postaci:

Fi =
(

2mβ2εi + (εi − εF )2
)3/2

(εi − εF )3 + 3mβ2(ε2i − ε2F )− 2m2β4εi
, (5.29)

z εi danymi równaniem:

ε1,2 = mβ2 + εF ∓
√

m2β4 + 2mβ2εF . (5.30)

W kolejnym kroku wyrażamy delty Diraca δ(εF − Ek−q±) przy pomocy delt δ(θ − θn), gdzie
θn (n = 1 ÷ 8) są rozwiązaniami równań εF − Ek−q± = 0. Całkowanie po q wykonane zostało
numerycznie.

Na rysunku 5.4(a) przedstawiony został wkład δσszxy w funkcji parametru oddziaływania

spin-orbita Dresselhausa β. Zależność ta zmierza do zera dla dość dużych parametrów β. Na ry-

sunku 5.4(b) wkład do spinowego przewodnictwa holowskiego związany z obecnością fluktuacji
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Rysunek 5.4: Wkład δσszxy do spinowego przewodnictwa holowskiego jako funkcja parametru
oddziaływania spin-orbita typu Dresselhausa β dla wskazanych wartości R i µ. Pozostałe para-

metry :
√
< λ2 > = 1.5 · 10−12 eV m, Γ = 0.5meV , and m = 0.05m0.

pola Rashby został wykreślony w zależności od parametru R, który opisuje zasięg korelacji fluk-

tuującego pola spinowoorbitalnego. W limicie długozasięgowych korelacji (kFR >> 1) spinowe

przewodnictwo holowskie jest liniową funkcją R, natomiast dla kFR << 1 składnik δσszxy zmie-

rza do zera jak R2. Tak więc, δσszxy wykazuje podobne zachowanie do spinowego przewodnictwa

holowskiego jakie otrzymujemy w dwuwymiarowym gazie elektronowym, w którym jedynym od-

działywaniem spin-orbita jest fluktuujące pole Rashby. Swego rodzaju współzawodnictwo między

oddziaływaniem spin-orbita Dresselhausa i fluktuacjami pola Rashby powoduje, że dla dostatecz-

nie silnego oddziaływania typu Dresselhausa spinowe przewodnictwo holowskie wykazuje stałą -

uniwersalną wartość.

Podsumowanie

W tym rozdziale omówiony został spinowy efekt Halla związany z obecnością fluktuującego

pola Rashby. W pierwszej jego części odtworzone zostały rachunki oraz wyniki dotyczące SEH

indukowanego tylko przez fluktuacje pola Rashby, które zostały zawarte w pracach [88, 114], a

następnie omówiony został przypadek ogólniejszy - gdy w układzie poza fluktuującym polem

spinowo-orbitalnym obecne jest oddziaływanie Dresselhausa. Pokazane zostało, że same fluktu-

acje pola Rashby, prowadzą do SEH, ze spinowym przewodnictwem holowskim zdeterminowanym

przez całkowity czas relaksacji oraz czas relaksacji związany z odwróceniem spinu. Czas relaksa-

cji spinowej zależy w tym przypadku od charakteru fluktuacji, który opisany jest przez funkcję

korelacji, Cq, dla parametru oddziaływania Rashby λkk′ . Jeśli w układzie obecne jest również

oddziaływanie spin-orbita Dresselhausa, wówczas obserwujemy w limicie dużych β wygaszenie

wkładu do przewodnictwa spinowego pochodzącego od fluktuacji pola Rashby. W obu rozwa-

żanych przypadkach widać, że wkład do spinowego przewodnictwa holowskiego pochodzący od
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fluktuacji pola Rashby jest w limicie korelacji długozasięgowych (kFR >> 1) liniową funkcją

parametru R, opisującego zasięg korelacji, natomiast w limicie kFR << 1 wkład ten zmierza do

zera jak R2.



Część III

Spinowy efekt Halla w grafenie i

silicenie
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Rozdział 6

Spinowy efekt Halla w atomowej

monowarstwie grafenu

Przez wiele lat panowało przekonanie, że nie jest możliwe otrzymanie stabilnych termody-

namicznie kryształów dwuwymiarowych [116–118]. Jak się jednak okazało, choć dwuwymiarowe

kryształy nie wzrastają naturalnie, to możliwe jest ich sztuczne wytworzenie.

W 2004 roku otrzymano po raz pierwszy dwuwymiarowy kryształ zbudowany z atomów

węgla - grafen [119]. Elektronowa struktura pasmowa dla stanów niskoenergetycznych ma cha-

rakter liniowy. Poziom Fermiego w czystym grafenie leży dokładnie w punktach zetknięcia się

pasma walencyjnego i przewodnictwa - w punktach Diraca, gdzie gęstość stanów znika. Tak

więc, niskoenergetyczne stany elektronowe w grafenie mogą być opisane przez równanie Diraca

dla bezmasowych fermionów, które poruszają się ze stałą prędkością. Fakt ten pozwolił przenieść

wiele znanych z kwantowej elektrodynamiki efektów do fizyki ciała stałego [120–123]. Grafen wy-

kazuje wiele ciekawych własności transportowych [124, 125]. Przykładając napięcie bramkujące

możemy kontrolować położenie poziomu Fermiego przesuwając go w głąb pasma walencyjnego

lub przewodnictwa, co również pozwala zmieniać własności transportowe i kontrolować koncen-

trację nośników. Grafen charakteryzuje się również wysoką ruchliwością, długą średnią drogą

swobodną, wysokim przewodnictwem elektrycznym i termicznym. Z uwagi na swoje własności

transportowe grafen jest również interesującym materiałem dla spintroniki [126, 127]. W tym

oraz następnych rozdziałach omówimy SEH w atomowej monowarstwie oraz podwójnej warstwie

grafenu.
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(a) (b) (c)

Rysunek 6.1: (a) Wektory prymitywnych translacji, (b) wektory położenia najbliższych sąsia-
dów oraz (c) wektory położenia następnych najbliższych sąsiadów dla sieci heksagonalnej.

6.1 Hamiltonian w modelu ciasnego wiązania oraz hamiltoniany

efektywne opisujące grafen

Grafen jest dwuwymiarową siecią krystaliczną typu plastra miodu zbudowaną z atomów

węgla. Sieć ta może być rozpatrywana jako sieć zbudowana z dwóch przenikających się podsieci

(A oraz B) utworzonych przez trójkątne sieci Bravais’go [124, 125, 128]. Wektory prymitywnych

translacji sieciowych wybieramy następująco:

a1 =
a

2

(

−1,
√
3
)

(6.1)

a2 =
a

2

(

1,
√
3
)

, (6.2)

gdzie |a1| = |a2| = a jest stałą sieci. W związku z powyższym wektory podstawowe sieci odwrot-
nej są postaci:

b1 =
2π
a

(

−1, 1√
3

)

(6.3)

b2 =
2π
a

(

1,
1√
3

)

. (6.4)

Pierwsza strefa Brillouina jest sześciokątem ograniczonym przez sześć punktów K. Punkty

te tworzą dwie nierównoważne grupy zwyczajowo oznaczane jako K i K’. Tak więc dwa nieekwi-

walentne punkty Diraca możemy wybrać jako:

K =
4π
3a
(−1, 0) oraz K′ = 4π

3a
(1, 0) (6.5)

Każdy atom węgla, z danej podsieci, jest związany z swoimi trzema najbliższymi sąsiadami

(atomami węgla z drugiej podsieci) poprzez wiązanie typu σ. Wiązanie to jest wynikiem hybry-

dyzacji typu sp2 orbitali 2s, 2px oraz 2py. Czwarty orbital, 2pz, zorientowany prostopadle do

płaszczyzny grafenu przekrywa się z pozostałymi orbitalami 2pz tworząc słabe wiązanie typu

π. Własności transportowe grafenu są w głównej mierze zdeterminowane przez zdelokalizowane

elektrony π [125].
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W modelu ciasnego wiązania dla grafenu zakładamy, że elektrony są zlokalizowane wokół

węzłów sieci i mogą przeskakiwać pomiędzy najbliższymi sąsiadami (a więc rozważamy prze-

skoki pomiędzy podsieciami). Hamiltonian nieoddziałujących elektronów definiujemy następu-

jąco [124, 125, 128]:

H0 = −t
∑

σ,i

[

a†i,σbi,σ + b
†
i,σai,σ

]

, (6.6)

gdzie a†i,σ (b
†
i,σ) jest operatorem kreacji elektronu o spinie σ na orbitalu π atomu węgla z podsieci

A (B) leżącego w i-tej komórce elementarnej, natomiast t jest całką przeskoku. Na podstawie

rysunku 6.1, widać, że hamiltonian ten możemy zapisać w postaci [129]:

H0 = −t
∑

i,j,σ

[

a†σ(Ri)bσ(Ri + δj) + b
†
σ(Ri + δj)aσ(Ri)

]

. (6.7)

Indeks j = 1, 2, 3 - przebiega wektory położenia najbliższych sąsiadów i-tego atomu węgla z

podsieci A:

δ1 =
a√
3
(0, 1) , δ2 =

a√
3

(√
3
2
,−1
2

)

, δ3 =
a√
3

(

−
√
3
2
,−1
2

)

. (6.8)

Dokonajmy transformaty Fouriera [128]:

ci,σ =
1√
N

∑

k

ck,σe
ik·Ri (6.9)

c†i,σ =
1√
N

∑

k

ck,σe
−ik·Ri , (6.10)

przy czym ci,σ to albo ai,σ albo bi,σ w zależności czy i numeruje węzeł z podsieci A czy B,

natomiast N jest liczbą komórek elementarnych. Wykorzystując tożsamość 1N
∑

i e
i(k′−k)·Ri =

δ(k′ − k) otrzymujemy, że hamiltonian (6.7) przyjmuje postać:

H0 = −t
∑

k,j,σ

[

a†kσe
ik·δjbkσ + b

†
kσe
−ik·δjakσ

]

(6.11)

= −t
∑

kσ





akσ

bkσ





†



0 hk

h∗k 0









akσ

bkσ



 (6.12)

Ostatecznie, uciąglając k możemy zapisać [124, 129, 130]:

H0 =
∫

d2kψ†(k)H0ψ(k) H0 =





0 h0kS0

h∗0kS0 0



 (6.13)



Rozdział 6. Spinowy efekt Halla w atomowej monowarstwie grafenu 69

przy czym ψ†(k) = [a↑(k), a↓(k), b↑(k), b↓(k)], S0 jest macierzą jednostkową w przestrzeni spi-

nowej, natomiast h0k = −thk; hk =
∑

j e
ik·δj . Wykorzystując (6.8) dostajemy:

hk = e
i a√
3
ky
(

1 + 2 cos(
a

2
kx)e−i

√
3
2
aky

)

. (6.14)

Równanie własne jest postaci:

det



Eσ0 −




0 h0k

h∗0k 0







 = 0 (6.15)

E2 − |h0k|2 = 0 (6.16)

W powyższym wyrażeniu σ0 jest macierzą jednostkową w przestrzeni pseudospinu (podsieci).

Ponieważ:

|h0k|2 = h0kh∗0k = 1 + 4 cos2
(

a

2
kx

)

+ 4cos
(

a

2
kx

)

cos

(√
3
2
aky

)

(6.17)

= 3 + 2 cos (akx) + 4 cos
(

a

2
kx

)

cos

(√
3
2
aky

)

, (6.18)

to wartości własne hamiltonianu H0 przyjmują postaci [124, 125, 128]:

E = ±t
(

3 + 2 cos (akx) + 4 cos
(

a

2
kx

)

cos

(√
3
2
aky

))1/2

. (6.19)

Oczywiście pełen opis struktury pasmowej grafenu powinien zawierać także pasma σ. Nie-

mniej jednak własności transportowe grafenu są w większości przypadków zdeterminowane przez

niskoenergetyczne stany z pobliża punktów K i w dalszych rozważaniach nie będziemy wychodzili

poza opis struktury pasmowej wykorzystujący orbitale π. Szczegółowy opis struktury pasmowej

wykorzystujący obliczenia z pierwszych zasad można znaleźć m.in w pracy Gmitra i in. [131, 132].

Rysunek 6.2 przedstawia zależność dyspersyjną grafenu wykreśloną na podstawie powyższej

zależności. Pasma stykają się w punktach K - tzw. punktach Diraca. W punkcie styku pasm leży

też poziom Fermiego - dla czystego grafenu (bez domieszek) pasmo π (pasmo walencyjne) jest

całkowicie zapełnione podczas gdy pasmo π∗ (pasmo przewodnictwa) jest całkowicie puste. Na

rysunku widać również, że zależność dyspersyjna w okolicy punktów Diraca ma charakter liniowy,

dzięki czemu grafen wykazuje wiele ciekawych własności transportowych [120, 122, 124, 125].

Zapiszmy hk podstawiając k→ K+k i rozwińmy w szereg wokół punktuK orazK′ . Dostaniemy
wówczas, że hk = −a

√
3
2 (kx ∓ iky) + ... . Hamiltonian efektywny będzie postaci [124, 125, 128]:

HK(K
′)

0 =
∫

d2kψ†(k)HK(K
′)

0 ψ(k); H
K(K ′)
0 = v





0 kx ∓ iky
kx ± iky 0



 , (6.20)
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Rysunek 6.2: Zależność dyspersyjna wzdłuż ky = 0 dla grafenu otrzymana na podstawie mo-
delu ciasnego wiązania, zaznaczono oba punkty K na krawędzi pierwszej strefy Brillouina (a).
Zależność dyspersyjna w bliskim sąsiedztwie jednego z punktów K wykreślona na podstawie
modelu ciasnego wiązania (linia ciągła) oraz modelu opartego o hamiltonian k · p (b).

gdzie v = ~vF = ta
√
3
2~ (vF - prędkość elektronu na poziomie Fermiego). Hamiltonian H

K(K ′)
0

możemy zapisać:

H
K(K ′)
0 = vFσ(∗) · k , (6.21)

gdzie σ = (σx, σy) wektor zbudowany z macierzy Pauliego działających w przestrzeni podsieci.

Natychmiast otrzymujemy, że zależność dyspersyjna w najbliższym sąsiedztwie punktów K ma

postać

E = ±vk. (6.22)

Relatywistyczne wyrażenie na energię otrzymane na podstawie równania Diraca ma postać

E2 = m2c4 + ~
2c2k2 i dla cząstek bezmasowych daje E = ±~ck. Tak więc, niskoenergetycz-

ne wzbudzenia elektronowe na sieci typu plastra miodu zachowują się jak bezmasowe cząstki

relatywistyczne z prędkością Fermiego vF pełniącą rolę prędkości światła [120, 122].

Oddziaływanie spin-orbita grafenu (jako idealnej sieci bez domieszek, defektów) nie łamie sy-

metrii inwersji w heksagonalnej sieci grafenu, w związku z tym pasma elektronowe w obecności

tego oddziaływania są nadal spinowo-zdegenerowane. To tak zwane wewnętrzne oddziaływanie

spin-orbita grafenu daje wkład do hamiltonianu typu oddziaływania z następnymi najbliższymi

sąsiadami [129, 130, 133, 134]:

HISO = it′
∑

〈〈i,j〉〉
νijc
†
iSzcj , (6.23)

gdzie t′ jest całką przeskoku pomiędzy następnymi najbliższymi sąsiadami, ci zgodnie z wpro-

wadzoną wcześniej notacją jest operatorem anihilacji ai lub bi w zależności czy węzeł i znajduje

się w podsieci A czy B, νij = ±1 w zależności od tego czy przeskok do następnego najbliższego
sąsiada odbywa się przeciwnie czy zgodnie z ruchem wskazówek zegara, Sz jest z-ową macie-

rzą Pauliego w przestrzeni spinu. Wiedząc, że wektory łączące dany węzeł z jego następnymi
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najbliższymi sąsiadami mają postać:

δ
′
1,4 = ±a1 δ′2,5 = ±a2 δ′3,6 = ±(a2 − a1) , (6.24)

możemy rozpisać powyższy hamiltonian, a następnie, postępując tak jak dla członu H0, dokonać
transformaty Fouriera. Otrzymamy wtedy, że [129, 130]:

HISO =
∫

d2 kψ(k)†HISOψ(k) HISO =





hsoSz 0

0 −hsoSz



 , (6.25)

przy czym hso = −2t′ (sin (akx)− 2 sin (akx/2) cos (bky)) i b = a
√
3/2. Niskoenergetyczne przy-

bliżenie otrzymane przy pomocy metody k · p dla powyższego wyrażenia [134]:

HK(K
′)

ISO =
∫

d2kψ†(k)HK(K
′)

ISO ψ(k); H
K(K ′)
ISO = ±∆soσzSz, (6.26)

gdzie ∆so = 3
√
3t′.

Jeśli nastąpi złamanie symetrii inwersji z → −z w grafenie, wówczas mamy do czynienia z
oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby. Taka sytuacja ma miejsce np. wtedy gdy grafen leży

na podłożu indukującym takie oddziaływanie lub w obecności zewnętrznego pola elektrycznego

skierowanego prostopadle do płaszczyzny grafenu. Hamiltonian w modelu ciasnego wiązania

opisujący ten wkład ma postać [129, 134, 135]:

HR = i
∑

ij

c†i (uij · S)cj + h.c. . (6.27)

Hamiltonian ten ma postać oddziaływania z najbliższymi sąsiadami, gdzie S jest operatorem

spinu zbudowanym z macierzy Pauliego, wektor uij zdefiniowany jest przez iloczyn wektorowy

efektywnego pola elektrycznego E skierowanego prostopadle do płaszczyzny grafenu oraz wektora
δij = δj−δi : uij ∼ E ×δij = −tRẑ×δij [129, 135]. Rozpisując powyższy człon oraz wykonując
transformatę Fouriera otrzymamy [135]:

HR = tR
∫

d2kψ(k)†HRψ(k) HR =





0 R

R† 0



 , (6.28)

gdzie

R =





0 iφ+

−iφ− 0



 , (6.29)

natomiast funkcje φ± są postaci:

φ± = λRei2kyb/3
(

1 + 2 cos(
a

2
kx ±

2
3
π)e−ikyb

)

. (6.30)
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Przy powyższym zapisie widać od razu, że oddziaływanie spinowo-orbitalne typu Rashby sprzęga

ze sobą najbliższych sąsiadów o przeciwnych spinach. Co więcej, o ile wewnętrzne oddziaływanie

spin-orbita znosi degenerację w punktach K indukując przerwę energetyczną 2∆so, to oddziały-

wanie Rashby ją zmniejsza lub prowadzi do jej całkowitego zamknięcia w przypadku gdy jest

oddziaływaniem dominującym [134]. Hamiltonian Rashby otrzymany przy pomocy metody k ·p
przyjmuje postać [134]:

HK(K
′)

R =
∫

d2kψ†(k)HK(K
′)

R ψ(k); H
K(K ′)
R = λR (±σxSy − σySx) . (6.31)

Stała oddziaływania Rashby λR = 32tR.

6.2 Spinowy efekt Halla w pojedynczej warstwie grafenu

W rozdziale tym omówimy wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego

w grafenie z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita oraz z oddziaływaniem spin-orbita typu

Rashby [136–138]. Podczas wyznaczania wkładu topologicznego do spinowego przewodnictwa

holowskiego, zarówno w modelu Kane’a jak i w modelu ciasnego wiązania, będziemy postępo-

wać według opisanego poniżej algorytmu. W obliczeniach wykorzystamy formułę na spinowe

przewodnictwo holowskie wprowadzoną w Rozdziale 1 i daną równaniem (1.8). Po wyznaczeniu

jawnych postaci funkcji Greena G(ε) oraz operatorów prędkości (v̂x,y = 1~
∂H
∂kx,y
) obliczamy ślad

w wyrażeniu (1.8):

D(ε+ ω, ε) = Tr{[vx, sz]+ gk(ε+ ω)vygk(ε)}, (6.32)

gdzie gk(ε) jest mianownikiem funkcji Greena Gk(ε). Rozwijając D względem ω możemy zapisać,

że:

D(ε+ ω, ε) ≃ iωχ(ε) . (6.33)

W związku z powyższym, w limicie ω → 0 równanie (1.8) przyjmuje postać:

σszxy = i
e

2

∫

dε

2π

∫

d2k

(2π)2
F(ε), (6.34)

gdzie
F(ε) = χ(ε)

∏2
n=1(ε−En + µ+ iδ sign ε)2

. (6.35)

Wykonując całkowanie F(ε) po energii, ε, przy wykorzystaniu twierdzenia o residuach otrzymu-
jemy wyrażenie:

∫

dεF(ε) = 2πi
∑

n

Rnf(En) , (6.36)

w którym Rn to residua związane z odpowiednimi pasmami zależności dyspersyjnej (n - odpo-

wiada liczbie wartości własnych hamiltonianu) , f(E) - funkcja rozkładu Fermiego (dla T = 0
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K). Ostatecznie spinowe przewodnictwo holowskie daje się przedstawić w następującej postaci:

σszxy = −
e

2

∑

n

∫

d2k

(2π)2
Rnf(En) . (6.37)

6.2.1 Grafen z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita

Na początek przeanalizujemy przypadek, gdy oddziaływanie spinowo-orbitalne Rashby jest

zaniedbywalnie małe, a spinowy efekt Halla indukowany jest tylko wewnętrznym oddziaływaniem

spin-orbita grafenu (λR = 0 oraz ∆so 6= 0).

Model Kane’a

Rozważamy hamiltonian otrzymany w ramach przybliżenia k · p dla pojedynczego punktu
K pierwszej strefy Brillouina:

HK = HK0 +H
K
ISO , (6.38)

w którym HK0 i H
K
ISO są zdefiniowane odpowiednio przez równania (6.21) i (6.26). Wartości

własne tego hamiltonianu są zdegenerowane i przyjmują postać:

E1,2(k) = ±εk , εk =
√

∆2SO + v
2k2 . (6.39)

Postępując zgodnie z opisanym powyżej algorytmem, w limicie ω → 0 znajdujemy jawną postać
funkcji F :

F(ε) = 4 v2∆so
(ε−

√

∆2so + v2k2 + µ+ iδ sgn ε)2

× 1
(ε+

√

∆2so + v2k2 + µ+ iδ sgn ε)2
. (6.40)

Po wyznaczeniu biegunów i wykonaniu całkowania po ε, znajdujemy, że w limicie T = 0K

spinowe przewodnictwo holowskie można zapisać w postaci:

σszxy = σ
sz ,0
xy ∓ δσszxy. (6.41)

W powyższym równaniu σsz ,0xy jest wkładem do przewodnictwa od całkowicie zapełnionego pasma

walencyjnego, a δσszxy to odpowiednio składnik związany z pustą częścią pasma walencyjnego -

gdy w równaniu postawimy „−” lub zapełnioną częścią pasma przewodnictwa - gdy w równaniu
postawimy znak „+”. Wkład δσszxy daje się policzyć analitycznie:

δσszxy = ±
e∆so
4π

[

1
√

∆2so + v2k2

]kF

0

= ∓ e

4π



1− ∆so
√

∆2so + v2k
2
F



 , (6.42)
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Rysunek 6.3: Spinowe przewodnictwo holowskie dla grafenu bez oddziaływania spin-orbita
Rashby dla zadanego parametru ∆so. Wstawka przedstawia spektrum energetyczne w są-
siedztwie punktu Diraca dla przypadku, gdy ∆SO = 0.01meV. Parametr v = ~ vF , gdzie

vF = 0.833× 106m/s.

górny/dolny znak odnosi się do sytuacji, gdy poziom Fermiego leży odpowiednio w paśmie wa-

lencyjnym/przewodnictwa. Składnik σsz ,0xy przyjmuje natomiast wartość:

σsz ,0xy = −
e v2∆so
4π

∫ ∞

0

k dk

(∆2so + v2k2)3/2
= − e

4π
. (6.43)

W związku z powyższym dostajemy, że:

σszxy = −
e∆so
4π

1
√

∆2so + v2k
2
F

. (6.44)

Ponieważ kF =
√
µ2−∆2so
v , to ostatecznie:

σszxy = −
e

4π
∆so
|µ| (6.45)

dla |µ| > ∆so oraz
σszxy = −

e

4π
, (6.46)

gdy poziom Fermiego znajduje się w przerwie energetycznej, tj. |µ| < ∆so. Przypomnijmy, że
prezentowane tu wyniki zostały otrzymane dla jednego punktu K, i aby uwzględnić wkład do

spinowego przewodnictwa holowskiego od obu punktów K należy otrzymane wyrażenia prze-

mnożyć przez czynnik 2. Otrzymane tu wyniki są zgodne z wynikami otrzymanymi wcześniej w

literaturze [139, 140].

Rysunek 6.3 przedstawia spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji wartości potencjału
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Rysunek 6.4: Spinowe przewodnictwo holowskie dla grafenu z wewnętrznym oddziaływaniem
spin-orbita. Wyniki otrzymane w ramach modelu ciasnego wiązania (kropki) pokrywają się z

zależnością wykreśloną na podstawie modelu Kane’a. Przyjęto t′/t = 015× 10−3.

chemicznego, względem środka przerwy energetycznej. Gdy poziom Fermiego znajduje się we-

wnątrz przerwy energetycznej obserwujemy stałą, skwantowaną wartość przewodnictwa spino-

wego. Natomiast, jeśli poziom Fermiego znajduje się w paśmie walencyjnym lub przewodnictwa,

to wówczas obserwujemy zmniejszenie bezwzględnej wartości przewodnictwa spinowego w SEH

wraz ze wzrostem µ. Zależność jest symetryczna względem zmiany znaku µ. Wstawka przedsta-

wia zależność dyspersyjną grafenu w bliskim sąsiedztwie punktu Diraca, wykreśloną dla wartości

parametru vF = 0.833 · 106m/s (na podstawie Gmitra i in. [131]).

Model ciasnego wiązania

Wkład topologiczny do przewodnictwa spinowego w SEH zależy także od stanów poniżej

poziomu Fermiego. Znajomość całej struktury pasmowej oraz jej wykorzystanie w rachunkach

powinno więc mieć istotny wpływ przy poprawnym opisie efektu. Rozważmy więc grafen z we-

wnętrznym oddziaływaniem spin-orbita w ramach modelu ciasnego wiązania. Hamiltonian:

H = H0 +HISO (6.47)

dany jest teraz przez równania (6.13) i (6.25). Po wyznaczeniu operatorów prędkości oraz funk-

cji Greena, otrzymamy na podstawie (1.8), że w limicie prądu stałego spinowe przewodnictwo

holowskie dane jest przez (7.33) z funkcją F w postaci:

F(ε,k) = ζ

(

9 + cos(2akx)− 8 cos(akx/2) cos(
√
3aky/2) + 2 cos(akx)(−2 + cos(

√
3aky))

)

(ε− E1 + µ+ iδ sgn ε)2 (ε− E2 + µ+ iδ sgn ε)2
,

(6.48)

gdzie ζ = 162a
2t2∆SO
729 . W kolejnym kroku należy wykonać całkowanie po ε. Końcowym krokiem

jest całkowanie po wektorze falowym, które zostało wykonane numerycznie.
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Rysunek 6.4 przedstawia spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji położenia poziomu

Fermiego otrzymane na podstawie modelu ciasnego wiązania (kropki) oraz przy pomocy hamil-

tonianu Kane’a (linia ciągła). Obserwujemy idealną zgodność otrzymanych wyników.

6.2.2 Grafen z oddziaływaniem spinowo-orbitalnym typu Rashby

Wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita w grafenie jest bardzo słabe. Oddziaływanie Rashby,

które zależy od podłoża, na którym znajduje się grafen może przyjmować względnie duże warto-

ści. Rozważmy więc sytuację, w której oddziaływanie spin-orbita Rashby dominuje a wewnętrzne

oddziaływanie spinowo-orbitalne grafenu możemy pominąć, ∆so = 0.

Hamiltonian w modelu Kane’a dla pojedynczego punktu K będzie teraz postaci:

HK = HK0 +H
K
R , (6.49)

w którym poszczególne składniki są dane równaniami (6.21) oraz (6.31). Hamiltonian ten ma

następujące wartości własne:

E1(k) = λR + (λ2R + v
2k2)1/2, (6.50)

E2(k) = λR − (λ2R + v2k2)1/2, (6.51)

E3(k) = −λR + (λ2R + v2k2)1/2, (6.52)

E4(k) = −λR − (λ2R + v2k2)1/2. (6.53)

Stany E1(k) oraz E3(k) odpowiadają pasmom walencyjnym natomiast stany E2(k) i E4(k)

odpowiadają pasmom przewodnictwa. Postępując zgodnie z opisaną wyżej procedurą możemy

otrzymać w ramach modelu Kane’a proste analityczne zależności na spinowe przewodnictwo

holowskie.

Przypadek gdy |µ| > 2λR

Gdy poziom Fermiego przecina oba pasma walencyjne, tj. µ < −2λR, wówczas wycałkowa-
nie (10.8) po ε prowadzi do następującego wyrażenia na przewodnictwo spinowe:

σszxy =
e v2

16πλR

∫

dk
2λ2Rk + v

2k3

(v2k2 + λ2R)
3/2
[f(E2)− f(E4)], (6.54)

gdzie f(En) jest funkcją rozkładu Fermiego-Diraca (zakładamy, że T = 0). Zgodnie z notacją

wprowadzoną w poprzednim podrozdziale:

σszxy = σ
sz 0
xy ∓ δσszxy , (6.55)
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Rysunek 6.5: Spinowe przewodnictwo holowskie dla grafenu z oddziaływaniem spin-orbita Ra-
shby dla wybranych wartości parametru λR. Pozostałe parametry przyjęto takie same jak dla rys.
6.3. Wstawka przedstawia zależność dyspersyjną w sąsiedztwie punktu K, dla λR = 0.01meV.

znajdujemy, że:

σsz ,0xy = 0 , (6.56)

natomiast

δσszxy = −
e

4π
µ2

2(µ2 − λ2R)
. (6.57)

Tak jak poprzednio σsz ,0xy jest wkładem do spinowego przewodnictwa związanym z całkowicie

wypełnionym pasmem walencyjnym, a przyczynek δσszxy jest związany z pustą częścią pasma

walencyjnego. W tym przypadku wkłady do przewodnictwa spinowego od obu całkowicie wy-

pełnionych pasm walencyjnych znoszą się całkowicie, w związku z czym σsz ,0xy = 0.

Gdy poziom Fermiego przecina oba pasma przewodnictwa, µ > 2λR, wówczas wkład do

przewodnictwa spinowego δσszxy wyraża się również wzorem (6.57). Tak więc, całkowite (topolo-

giczne) przewodnictwo spinowe dla przypadku |µ| > 2λR możemy zapisać następująco:

σszxy =
µ2

2(µ2 − λ2R)
e

4π
, (6.58)

gdy poziom Fermiego przecina pasma przewodnictwa, (tj. µ > 2λR), oraz

σszxy = −
µ2

2(µ2 − λ2R)
e

4π
(6.59)

gdy poziom Fermiego przecina pasma walencyjne (µ < 2λR).



Rozdział 6. Spinowy efekt Halla w atomowej monowarstwie grafenu 78

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

σ
s

z
[e

/4
]

µ [eV]

R
/t

x
y

= 0.05t

Rysunek 6.6: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji położenia poziomu Fermiego wy-
kreślone na podstawie wyników otrzymanych w modelu ciasnego wiązania (kropki) oraz przy

wykorzystaniu hamiltonianu k · p.

Przypadek gdy |µ| < 2λR

W przypadku gdy |µ| < 2λR poziom Fermiego przecina tylko jedno pasmo przewodnictwa
lub jedno pasmo walencyjne. Wykonując podobne rachunki jak powyżej otrzymamy wyrażenie

na spinowe przewodnictwo w SEH następującej postaci:

σszxy =
µ(µ+ 2λR)
4λR(µ+ λR)

e

4π
. (6.60)

Powyższe wyrażenie jest słuszne, gdy poziom Fermiego znajduje się w paśmie przewodnictwa,

natomiast gdy poziom Fermiego przecina pasmo walencyjne:

σszxy =
µ(µ− 2λR)
4λR(µ− λR)

e

4π
. (6.61)

Rysunek 6.5 przedstawia spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji wartości potencjału

chemicznego. Powyższe wyrażenia analityczne są przemnożone przez czynnik 2, tak aby uwzględ-

nić wkład od drugiego punktu Diraca. Zauważmy, że w tym przypadku przewodnictwo spinowe

w limicie µ→ −∞ dąży do σszxy = −e/4π, natomiast gdy µ→∞ przewodnictwo spinowe dąży do
σszxy = e/4π. Tak więc, przewodnictwo spinowe zachowuje się teraz antysymetrycznie względem

zmiany znaku µ. Mamy tu zatem zupełnie inne zachowanie się przewodnictwa niż dla przypadku

grafenu z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita, gdzie przewodnictwo spinowe dąży do zera

gdy µ→ ±∞, a zależność jest symetryczna względem zmiany znaku potencjału chemicznego.

Na rysunku 6.6 zostały przedstawione wyniki otrzymane w modelu ciasnego wiązania. W

rozważaniach wykorzystano hamiltonian postaci H = H0 + HR dany przez zależności (6.13),
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Rysunek 6.7: (a) Spinowe przewodnictwo holowskie σsxy w funkcji położenia poziomu Fermiego
ǫF w przypadku izotropowym - t1 = t2 = t3. (b) Zależność dyspersyjna w przypadku izotro-
powym wykreślona wzdłuż punktów wysokiej symetrii przy wartości λR = 0.05t. (c) Wykres
gęstościowy przedstawiający płaszczyzny izoenergetyczne dla pierwszej strefy Brillouina (rów-

nież w przypadku izotropowym); λR = 0.01t3. Rysunek pochodzi z pracy [141].

(6.28). Obliczenia wykonano według przedstawionego wcześniej algorytmu. Rysunek 6.6 poka-

zuje wyraźną różnicę pomiędzy modelem kontinuum a modelem ciasnego wiązania. Przeskok

pomiędzy wartością σszxy równą ±e/4π a ±e/8π związany jest ze zmianą topologii powierzchni
Fermiego. Szczegółowo wynik ten został przeanalizowany w pracy Liu i in. [141].

Autorzy pracy [141] rozważyli model uogólnionej sieci typu plastra miodu, opisanej mode-

lem ciasnego wiązania zawierającym oddziaływanie spin-orbita typu Rashby. Uogólnienie polega

na wprowadzeniu do modelu naprężeń jedno-osiowych. Efekt ten modyfikuje całki przeskoku

pomiędzy najbliższymi sąsiadami. W związku z tym, zamiast jednej całki przeskoku t, w roz-

ważanym w niniejszej pracy hamiltonianie H0, model uogólniony zawiera trzy całki przeskoku

(oznaczone odpowiednio t1, t2, t3 dla przeskoku do pierwszego, drugiego i trzeciego najbliższego

sąsiada)1.

W pierwszej kolejności autorzy rozważają właśnie przypadek izotropowy, tj. t1 = t2 = t3.

Przewodnictwo w SEH otrzymane numerycznie na podstawie modelu ciasnego wiązania przed-

stawia rysunek 6.7 (a). Wyniki przedstawione na rysunku 6.6 zgadzają się z wynikami otrzyma-

nymi w omawianej pracy. Na rysunku 6.7 (b) przedstawiona jest struktura pasmowa omawianego

modelu. Degeneracja spinowa jest zniesiona poza punktami Γ i M dla których symetria wzglę-

dem odwrócenia czasu narzuca degenerację spinową. Największe rozszczepienie obserwujemy w

okolicy punktów K. Gdy poziom Fermiego znajduje się w okolicy punktu Γ wówczas zależność

dyspersyjna jest paraboliczna, a powierzchnia Fermiego zbudowana jest z zamkniętych pętli.

Stany elektronowe dolnych pasm w okolicy punktu Γ mogą być opisane hamiltonianem efektyw-

nym HΓ1 = −3 + 34k2 + iλR 32 (k−σ+ − k+σ−) (gdzie σ± = (σx ± σy)/2). Ta postać hamiltonianu
efektywnego jest podobna do hamiltonianu opisującego dwuwymiarowy gaz elektronowy z od-

działywaniem Rashby. Oba modele maja podobną topologię powierzchni Fermiego oraz taką
1Dalej zastosujemy użyte oryginalnie oznaczenia. Przyjęto wartość t3 ≡ 1, również stałą sieci a ≡ 1. Przewod-

nictwo spinowe σszxy oznaczane jest jako σ
s
xy, µ odpowiada ǫF , e jest tu natomiast ładunkiem elementarnym a nie,

tak jak w całej rozprawie, ładunkiem elektronu.
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samą fazę Berry’ego. Nic więc dziwnego, że przewodnictwo spinowe w obszarze ǫF ∈ (−3,−1)
(w jednostkach t3) przyjmuje wartość −e/8π. W punkcie ǫF = −1 następuje skok przewodnic-
twa spinowego i w przedziale −1 < ǫF < 0 obserwujemy, że σsxy = +e/4π. Skok ten związany

jest ze zmianą fazy Berry’ego, a więc ze zmianą topologii powierzchni Fermiego. Dla wartości

ǫF ∈ (−3,−1) główny wkład do przewodnictwa mają stany elektronowe z sąsiedztwa punktów K
z dirakowskim spektrum energetycznym. Na rysunku 6.7(c) widzimy, że powierzchnia Fermiego

złożona jest z sześciu nie połączonych ze sobą segmentów zlokalizowanych w okolicy punktów K.

W omawianej pracy został także szczegółowo przeanalizowany przypadek gdy t1 6= t2 i

t2 = t3. W tej sytuacji obserwujemy wiele różnych topologii powierzchni Fermiego. Co więcej w

zależności od relacji pomiędzy całkami przeskoku obserwujemy pojawienie się przerwy energe-

tycznej lub jej brak. Jeśli spełniona jest relacja trójkąta: |ta/tb− 1| 6 tc/tb 6 |ta/tb+1| (ta, tb, tc
dowolna konfiguracja t1, t2, t3 ), to w układzie nie obserwujemy przerwy energetycznej.

6.2.3 Grafen z oddziaływaniami spin-orbita obu typów

Rozważymy teraz przypadek ogólny, gdy oba oddziaływania spinowo-orbitalne - wewnętrz-

ne oraz Rashby - są niezerowe. Współzawodnictwo pomiędzy tymi oddziaływaniami w układzie

prowadzi do interesującego zachowania się spinowego przewodnictwa holowskiego.W tym przy-

padku wyrażenia analityczne są dość skomplikowane wobec czego poniżej przedstawione są tylko

zależności numeryczne.

A. λR > ∆so

W sytuacji gdy λR jest znacznie większa od ∆so przewodnictwo spinowe jest zdeterminowane

przez oddziaływanie spin-orbita Rashby (rys. 6.8). Gdy wartość ∆so rośnie, współzawodnictwo

obu oddziaływań prowadzi do anomalnego zachowania spinowego przewodnictwa holowskiego

przejawiającego się rozbieżnością w punkcie µ = ∆so, a więc w punkcie gdzie stykają się pa-

smo walencyjne z pasmem przewodnictwa ( por. wstawka na rysunku 6.8). W okolicy punktu

µ = ∆so zachowanie przewodnictwa spinowego możemy przybliżyć przez (∆so/2λR) ln[−∆so −
λR +

√

(λR + µ)2], gdy zbliżamy się do punktu osobliwego z prawej strony (µ > ∆so) oraz

(∆so/2λR) ln[∆so−λR+
√

(λR − µ)2], gdy zbliżamy się do osobliwości z lewej strony (µ < ∆so).

B. λR < ∆so

Rozważmy sytuację przeciwną, tzn. λR mniejsze do ∆so. Przypadek ten jest przedstawiony

na rysunku 6.9 dla λR = 0.01 meV oraz trzech różnych wartości ∆so (większych od λR). Krzywa

przedstawiająca zależność spinowego przewodnictwa holowskiego w funkcji wartości potencjału
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Rysunek 6.8: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji położenia poziomu Fermiego dla
λR = 0.1meV oraz wybranych wartości ∆SO, ∆SO < λR. Wstawka przedstawia zależńość dys-
persyjną w okolicy punktu Diraca dla ∆SO = 0.01meV. Parametr v przyjęto jak na rysunku

6.3.

Rysunek 6.9: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji położenia poziomu Fermiego dla
λR = 0.01meV oraz wybranych wartości ∆SO, ∆SO > λR. Wstawka przedstawia zależność
dyspersyjną w sąsiedztwie punktu Diraca dla ∆SO = 0.05meV. Parametr v przyjęto jak na

rysunku 6.3.

chemicznego przypomina zależność dla przypadku λR = 0. Współzawodnictwo między oddzia-

ływaniami spinowo-orbitalnymi prowadzi jednak do pojawienia się małego zagięcia (bardziej

widocznego dla mniejszych wartości ∆so zmierzających do λR) po stronie ujemnych wartości po-

tencjału chemicznego. Zagięcie to jest związane z rozszczepieniem pasma walencyjnego w wyniku

obecności oddziaływania Rashby.
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Rysunek 6.10: Spinowe przewodnictwo holowskie wykreślone w funkcji położenia poziomu Fer-
miego dla λR = ∆SO. Wstawka przedstawia zależność dyspersyjną w sąsiedztwie punktu K dla
λR = ∆SO = 0.01meV. Parametr v przyjęto jak na rysunku 6.3. Linie pionowe wskazują miejsce

występowania rozbieżności.

C. λR = ∆so

Gdy λR = ∆so otrzymujemy proste analityczne wyrażenia. W tym szczególnym przypadku

minima pasm przewodnictwa nachodzą na maksimum jednego z pasm walencyjnych. Odpowied-

nie wyrażenia opisujące holowskie przewodnictwo spinowe w tej sytuacji zebrane są poniżej:

Dla µ < −3∆so, przewodnictwo spinowe dane jest wyrażeniem

σszxy = −
µ

µ+∆so
.
e

4π
(6.62)

Zależność ta jest słuszna w zakresie energii ograniczonym przez maksimum niższego pasma

walencyjnego.

Gdy −3∆so < µ < ∆so, otrzymujemy

σszxy =
[

µ

2∆SO
+ ln

(

∆SO − µ
4∆SO

)]

e

4π
. (6.63)

Powyższe wyrażenie jest słuszne gdy potencjał chemiczny przyjmuje wartości z zakresu wyzna-

czonego przez maksimum niższego pasma walencyjnego i minimum pasm przewodnictwa. Wyra-

żenie to prowadzi do rozbieżności w spinowym przewodnictwie holowskim gdy poziom Fermiego

zbliża się od strony niższych wartości do wartości ∆so.

Dla µ > ∆so przewodnictwo jest równe
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σszxy =
µ

µ+∆SO

e

4π
. (6.64)

Zależność ta daje skończoną wartość przewodnictwa spinowego w całym zakresie jego stosowal-

ności; również w punkcie µ = ∆so.

Przewodnictwo spinowe w przypadku gdy λR = ∆so przedstawia rysunek 6.10. W punkcie

µ = λR = ∆SO widoczne jest anomalne zachowanie spinowego przewodnictwa holowskiego.

Gdy wartość potencjału chemicznego µ zbliża się do µ = λR = ∆so od prawej strony (µ > ∆SO)

przewodnictwo posiada skończoną wartość, natomiast gdy zbliżamy się do punktu µ = λR = ∆so

od lewej strony (µ;∆SO) zależność wykazuje osobliwość. Pionowe linie na rysunku 6.10 wskazują

punkty w których pojawia się osobliwość.

Cortijo i in. [142] analizowali grafen w modelu Kane’a pod kątem faz topologicznych ja-

kie mogą się pojawić w układzie. Odtworzyli oni przedstawione tu wyniki oraz uzupełnili je

o kilka dodatkowych przypadków. Autorzy wskazują, że anomalne zachowanie spinowego prze-

wodnictwa holowskiego obserwujemy, gdy poziom Fermiego przechodzi przez punkt, w którym

pasma energetyczne się przekrywają (w wyniku zamknięcia przerwy energetycznej). Rozbieżność

generowana jest wówczas przez stany elektronowe z k = 0.

Podsumowanie

Podsumowując, w rozdziale tym, omówiony został wkład topologiczny do spinowego prze-

wodnictwa holowskiego w atomowej monowarstwie grafenu. W rozważaniach wykorzystano mo-

del ciasnego wiązania oraz model Kane’a opisujący niskoenergetyczne stany w pobliżu punktów

K. W przypadku grafenu z wewnętrznym oddziaływaniem spinowo-orbitalnym (zaniedbywalnie

małe oddziaływanie Rashby) otrzymano na podstawie formuły (1.8) wyniki zgodne z wynika-

mi otrzymanymi na podstawie innego formalizmu, które znalazły się we wcześniejszych pracach

Schenga i in. [140] oraz Sinitsyna i in. [139]. W tym przypadku, gdy poziom Fermiego leży we-

wnątrz przerwy energetycznej spinowe przewodnictwo holowskie przyjmuje stałą skwantowaną

wartość −2e/4π. W sytuacji, gdy w układzie dominuje oddziaływanie spin-orbita typu Rash-
by, a wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita możemy zaniedbać, pokazane zostało asymetryczne,

względem zmiany znaku potencjału chemicznego, zachowanie spinowego przewodnictwa holow-

skiego. W przypadku ogólnym, gdy oba oddziaływania spinowo-orbitalne są niezerowe, współ-

zawodnictwo pomiędzy tymi oddziaływaniami prowadzi do anomalnego zachowania spinowego

przewodnictwa holowskiego w funkcji położenia poziomu Fermiego. Pokazane zostało również, że

w przypadku grafenu z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita wyniki otrzymane w ramach
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modelu ciasnego wiązania oraz w modelu Kane’a są w bardzo dobrej zgodności. W przypadku

grafenu z oddziaływaniem spin-orbita Rashby model Kane’a daje wyniki zgodne z wynikami

otrzymanymi w ramach modelu ciasnego wiązania tylko w bliskim sąsiedztwie punktów K, na-

tomiast, gdy poziom Fermiego leży w okolicy punktu M strefy Brillouina obserwujemy skok i

zmianę znaku w spinowym przewodnictwie holowskim.



Rozdział 7

Spinowy efekt Halla w podwójnej

warstwie grafenowej

W niniejszym rozdziale omówimy wkład topologiczny do spinowego efektu Halla w po-

dwójnej warstwie grafenowej z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita [138, 143]. W rozwa-

żaniach uwzględnimy wpływ napięcia bramkującego, przyłożonego prostopadle do płaszczyzny

tych warstw, na spinowy efekt Halla. Pokażemy, że przy pewnej wartości napięcia bramkującego

obserwuje się przejście układu z tzw. fazy izolatora spinowego do fazy klasycznego izolatora.

7.1 Hamiltonian w modelu ciasnego wiązania oraz modele efek-

tywne opisujące podwójną warstwę grafenową

Postać hamiltonianu opisującego podwójną warstwę grafenu będzie zależała od wzajemnej

konfiguracji monoatomowych warstw. W przypadku grafenu mamy dwie możliwości. Jeśli węzły

sieci jednej warstwy leżą dokładnie nad węzłami sieci drugiej warstwy, np. A1/B1 nad A2/B2, to

mówimy o konfiguracji typu AA. Natomiast, gdy węzeł z podsieci A1 leży dokładnie nad węzłem

B2 mówimy o konfiguracji typu AB (konfiguracji Bernala) [124].

W przypadku konfiguracji typu Bernala, w pierwszym przybliżeniu, możemy założyć sprzę-

żenie pomiędzy warstwami tylko poprzez całkę przeskoku pomiędzy węzłami A1 i B2. W tym

przypadku bardzo łatwo możemy uogólnić model hamiltonianu dla pojedynczej warstwy gra-

fenowej do przypadku podwójnej warstwy. Hamiltonian w modelu ciasnego wiązania będzie

postaci[124, 129]:

HBL =
∫

d2kψ(k)†HBLψ(k), HBL =





H + V Γ

Γ† H − V



 . (7.1)

85
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Rysunek 7.1: Schemat podwójnej warstwy grafenowej. W pierwszym przybliżeniu zakładamy
sprzężenie między warstwami opisane całką przeskoku γ1 pomiędzy atomem z podsieci A (atom
niebieski) pierwszej warstwy z atomem z podsieci B (atom czerwony) drugiej warstwy(a). Zależ-
ność dyspersyjna dla podwójnej warstwy grafenowej otrzymana na podstawie modelu ciasnego
wiązania dla ky = 0, t = 2.9eV , t′/t = 10−5, γ1/t = 0.069, V = 0 (b). Spektrum energe-
tyczne otrzymane w ramach modelu ciasnego wiązania (linie ciągłe) oraz przy wykorzystaniu
hamiltonianu k · p (linie przerywane) w pobliżu punktu K’ dla V = 0 (c) oraz dla V/t = 0.01
(e). Parametry dla modelu efektywnego (wyrażone przez parametry modelu ciasnego wiązania)
przyjmują wartości: ∆so = 0.15meV , v = 3.516 × 10−10eV m. Stany elektronowe z bliskiego
sąsiedztwa przerwy energetycznej dla przypadku z rysunku (c) przedstawiono na rysunku (d), a

dla przypadku z rysunku (e) na rysunku (f).

W powyższym równaniu H jest hamiltonianem atomowej monowarstwy grafenu, a element ma-

cierzowy Γ odpowiada za sprzężenie między warstwami:

Γ =





0 γ1 S0

0 0



 . (7.2)

Dla podwójnej warstwy grafenowej istnieje możliwość kontrolowania struktury pasmowej

przykładając, prostopadle do płaszczyzny warstw grafenowych, napięcie bramkujące [125, 129,

144, 145]. Powyższy model również uwzględnia możliwość przyłożenia napięcia bramkującego

poprzez parametr V - napięcie w jednostkach energetycznych. Wartości własne hamiltonianu

7.1 gdy hamiltonian monowarstwy grafenowej uwzględnia wewnętrze oddziaływanie spin-orbita

H = H0 +HISO (H0 oraz HISO zostały zdefiniowane w poprzednim rozdziale - równania (6.13)

i (6.25)), a V = 0 mają postać:

E1,2 = ∓
[

h2so +
1
2

(

γ21 + 2h
2
0 − γ1

√

γ21 + 4h
2
0

)]1/2

, (7.3)

E3,4 = ∓
[

h2so +
1
2

(

γ21 + 2h
2
0 + γ1

√

γ21 + 4h
2
0

)]1/2

. (7.4)
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Rysunek 7.1(b) przedstawia zależność dyspersyjną otrzymaną na podstawie powyższych zależ-

ności wzdłuż kx (ky = 0). Widzimy, że również w przypadku podwójnej warstwy grafenowej

zależność dyspersyjna w sąsiedztwie punktów K ma niemal liniowy charakter. Przyłożenie na-

pięcia bramkującego (V 6= 0) powoduje złamanie symetrii inwersji przestrzennej (ẑ → −ẑ; ẑ
jest wersorem wyznaczającym kierunek osi prostopadłej do płaszczyzny w której leży podwój-

na warstwa grafenowa), co skutkuje zniesieniem degeneracji. W tej sytuacji wartości własne są

postaci:

E1,2 = ∓
[

h20 + h
2
so + V

2 +
γ21
2
− 1
2
[(γ21 − 4V hso)2 + 4(γ21 + 4V 2)h20]1/2

]1/2

, (7.5)

E1′,2′ = ∓
[

h20 + h
2
so + V

2 +
γ21
2
− 1
2
[(γ21 + 4V hso)

2 + 4(γ21 + 4V
2)h20]

1/2

]1/2

, (7.6)

E3,4 = ∓
[

h20 + h
2
so + V

2 +
γ21
2
+
1
2
[(γ21 − 4V hso)2 + 4(γ21 + 4V 2)h20]1/2

]1/2

, (7.7)

E3′,4′ = ∓
[

h20 + h
2
so + V

2 +
γ21
2
+
1
2
[(γ21 + 4V hso)

2 + 4(γ21 + 4V
2)h20]

1/2

]1/2

. (7.8)

Gdy interesują nas stany elektronowe położone w bliskim sąsiedztwie punktów Diraca, za-

sadne jest stosowanie modeli efektywnych.

Hamiltonian otrzymany metodą k · p

Postępując podobnie jak w poprzednim rozdziale, możemy rozwinąć powyższy hamiltonian

względem punktu K(K’). Otrzymamy wówczas [146, 147]:

HKBL = T0 �HK + V Tz � σ0 � S0 −
γ1
2
(Tx � σx � S0 − Ty � σy � S0), (7.9)

Pierwszy człon odpowiada wkładowi od dwóch niesprzężonych warstw grafenu (każda z warstw

opisana jest hamiltonianem Kane’a HK), drugi człon uwzględnia napięcie przyłożone pomię-

dzy warstwy grafenowe, a trzeci składnik opisuje sprzężenie między warstwami. W powyższych

wyrażeniach Tα oznacza odpowiednio macierz jednostkową (α = 0) oraz macierze Pauliego
(α = 1, 2, 3) zdefiniowane w przestrzeni warstw, natomiast macierze σα oraz Sα to tak jak w

poprzednim rozdziale macierze jednostkowe oraz macierze Pauliego odpowiednio w przestrzeni

podsieci i spinu. Wartości własne (7.9) w sytuacji gdy HK = HK0 +H
K
ISO oraz V = 0:

E1,2 = ∓
[

k2v2 +
γ21
2
+ ∆2so −

γ1
2

√

4k2v2 + γ21

]1/2

, (7.10)

E3,4 = ∓
[

k2v2 +
γ21
2
+ ∆2so +

γ1
2

√

4k2v2 + γ21

]1/2

. (7.11)
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Powyższe wartości własne zostały wykreślone na rysunku 7.1(c), (d). W bliskim sąsiedztwie

punktu K wartości własne otrzymane na podstawie modelu k·p dokładnie odtwarzają zachowanie
wartości własnych otrzymanych na podstawie modelu ciasnego wiązania. W obecności napięcia

bramkującego model efektywny prowadzi do zależności dyspersyjnej opisanej następująco:

E1,2 = ∓
[

v2k2 +∆2so + V
2 +

γ21
2
− 1
2
[(γ21 − 4V∆so)2 + 4v2k2(γ21 + 4V 2)]1/2

]1/2

, (7.12)

E1′,2′ = ∓
[

v2k2 +∆2so + V
2 +

γ21
2
− 1
2
[(γ21 + 4V∆so)

2 + 4v2k2(γ21 + 4V
2)]1/2

]1/2

, (7.13)

E3,4 = ∓
[

v2k2 +∆2so + V
2 +

γ21
2
+
1
2
[(γ21 − 4V∆so)2 + 4v2k2(γ21 + 4V 2)]1/2

]1/2

, (7.14)

E3′,4′ = ∓
[

v2k2 +∆2so + V
2 +

γ21
2
+
1
2
[(γ21 + 4V∆so)

2 + 4v2k2(γ21 + 4V
2)]1/2

]1/2

. (7.15)

Rysunek 7.1(b) przedstawia zależność dyspersyjną dla podwójnej warstwy grafenowej wzdłuż

kx (ky = 0). Widać, że w okolicy punktów K zależność dyspersyjna ma liniowy charakter.

Na rysunku 7.1(b) przedstawiono zależność dyspersyjną w pobliżu punktu K wykreśloną na

podstawie modelu ciasnego wiązania oraz modelu k · p.

Zredukowany model niskoenergetyczny

Z zależności przedstawionych na rysunku 7.1(c)-(f) wynika, że odległość między pasmami

E3 i E4 (lub dla V 6= 0: E3,3′ oraz E4,4′) jest znacznie większa od odległości pomiędzy pa-
smami E1 i E2 (lub E1,1′ i E2,2′). Jeśli więc interesuje nas transport związany ze stanami w

najbliższym sąsiedztwie przerwy energetycznej, wówczas możemy dokonać dalszej redukcji ha-

miltonianu. Zredukowany hamiltonian będzie opisywał pasma z najbliższego sąsiedztwa przerwy

energetycznej ( E1,1′ oraz E2,2′), natomiast informacja o pozostałych pasmach (leżących dalej

od przerwy energetycznej) będzie zawarta jedynie w efektywnych parametrach tego modelu.

Aby dokonać redukcji hamiltonianu posłużymy się metodą opartą o funkcje Greena [125,

146]. Hamiltonian (7.9) w bazie [b1, a2, b2, a1] przyjmuje formę:

HKBL =





H11 H12

H21 H22



 , (7.16)

gdzie:

H11 =





V S0 −∆soSz 0

0 −V S0 +∆soSz



 , (7.17)
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H22 =





−V S0 −∆soSz γ1

γ1 V S0 +∆soSz



 , (7.18)

H12 = H21 =





0 vk+

vk− 0



 . (7.19)

Z hamiltonianem (7.16) związana jest funkcja Greena:

G =





G11 G12

G21 G22



 . (7.20)

Element macierzowy G11 opisuje stany niskoenergetyczne. Możemy też zapisać:

G0αα = (Hαα − ε)−1 . (7.21)

Z drugiej strony funkcja Greena (7.20) zdefiniowana jest równaniem:

G =









H11 H12

H21 H22



−




ε 0

0 ε









−1

(7.22)

=





H11 − ε H12

H21 H22 − ε





−1

=





G011
−1

H12

H21 G022
−1





−1

. (7.23)

Otrzymujemy więc, że:

G =
1

G011
−1
G022
−1 −H21H12





G011
−1 −H12

−H21 G022
−1



 , (7.24)

G11 =
G022
−1

G011
−1
G022
−1 −H21H12

. (7.25)

Powyższe równanie po przekształceniach daje się zapisać następująco:

G11
−1 = G011

−1 −H12G022H21 . (7.26)

Ponieważ G011
−1 = H11 − ε, to dostajemy:

Hr = H11 −H12G022H21 . (7.27)
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Powyższe wyrażenie przyjmuje więc następującą jawną postać:

Hr =

















∆so + V 0 −~2k2−
2m 0

0 −∆so + V 0 −~2k2−
2m

−~2k2+
2m 0 −∆so − V 0

0 −~
2k2+
2m 0 ∆so − V

















. (7.28)

W dalszej części tego rozdziału wykorzystamy omówione modele do opisu przewodnictwa w

spinowym efekcie Halla i dokonamy porównania otrzymanych wyników.

7.2 SEH indukowany wewnętrznym oddziaływaniem SO

Na początek rozważamy sytuację gdy V = 0. W celu wyznaczenia spinowego przewodnictwa

holowskiego skorzystamy z wyrażenia (1.8) i zapiszemy je w następującej postaci:

σszxy(ω) =
e

2ω

∫

dε

2π

∫

d2k

(2π)2
D(ε+ ω, ε)

4
∏

n=1

[ε− En + ω + µ+ iδ sign(ε)]−2

×
4
∏

m=1

[ε− Em + µ+ iδ sign(ε)]−2. (7.29)

W powyższym równaniu D(ε+ ω, ε) jest zdefiniowane następująco

D(ε+ ω, ε) = Tr{[vx, sz]+ gk(ε+ ω)vygk(ε)}, (7.30)

gdzie gk(ε) to mianownik funkcji Greena Gk(ε). Pierwsze dwa wyrazy rozwinięcia D(ε+ω, ε) w

szereg względem ω dają nam

D(ε+ ω, ε) ≃ iωχ(ε), (7.31)

gdzie

χ(ε) = 8v2∆so
{

v2k2
[

v2k2 + 2(∆2 − (ε+ µ)2)
]

+ (∆2so − (ε+ µ)2)(γ21 +∆2so − (ε+ µ)2)
}2

×
{

(∆2so − (ε+ µ)2)(γ21 +∆2so − (ε+ µ)2) + v2k2
[

v2k2 + 2(γ21 +∆
2
so − (ε+ µ)2)

]}

. (7.32)

W limicie ω → 0 otrzymujemy następujące wyrażenie na przewodnictwo w SEH

σszxy = i
e

2

∫

dε

2π

∫

d2k

(2π)2
F(ε), (7.33)

F(ε) = χ(ε)
∏4
n=1[(ε− En + µ+ iδ sign(ε)]4

. (7.34)
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Całkując względem ε dostajemy

∫

dεF(ε) = 2πi
∑

n

Rnf(En), (7.35)

gdzie f(E) -to funkcja rozkładu Fermiego-Diraca (tu dla T = 0K), Rn (n = 1 − 4) residua
związane z odpowiednimi pasmami elektronowymi, które mają następującą postać:

R1,2 = ±
4
√
2v2∆so

[

2v2k2(γ1 + ξ) + γ1(γ21 − γ1ξ + 2∆2so)
]

ξ3
(

2v2k2 + γ21 − γ1ξ + 2∆2so
)3/2

(7.36)

R3,4 = ±
8
√
2v2∆soL

ξ3
(

2v2k2 + γ21 + γ1ξ + 2∆2so
)5/2

(7.37)

w powyższym wyrażeniu:

L = −v2k2(3γ31 + γ21ξ + 4γ1∆2so − 2ξ∆2so) + 2v4k4(γ1 + ξ)

−γ1(γ41 + γ31ξ + 2γ21∆2so + 2γ1ξ∆2so + 2∆4so), (7.38)

natomiast ξ =
√

4v2k2 + γ21 . Tak więc spinowe przewodnictwo może być zapisane następująco:

σszxy = −
e

4π

∑

n

∫

kRnf(En)dk. (7.39)

Wykorzystując całki nieoznaczone:

∫

kR1dk = −
√
2(γ1 + ξ)∆so

ξ(2v2k2 + γ21 − γ1ξ + 2∆2so)1/2
, (7.40)

∫

kR3dk =

√
2(γ1 − ξ)∆so

ξ(2v2k2 + γ21 + γ1ξ + 2∆2so)1/2
, (7.41)

i biorąc odpowiednie granice całkowania, możemy znaleźć ostateczne wyrażenie na spinowe prze-

wodnictwo holowskie. I tak, gdy poziom Fermiego znajduje się wewnątrz przerwy energetycznej,

|µ| < ∆so, otrzymujemy:
σszxy = −2

e

4π
. (7.42)

Natomiast gdy ∆so < |µ| <
√

γ21 +∆2so

σszxy = −
2
(

γ1 +
√

µ2 −∆2so
)

2
√

µ2 −∆2so + γ1
∆so
|µ|

e

4π
. (7.43)

W przypadku gdy |µ| >
√

γ21 +∆2so dostajemy:

σszxy = −
2(µ2 −∆2so)− γ21
4(µ2 −∆2so)− γ21

4∆so
|µ|

e

4π
. (7.44)
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Rysunek 7.2: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji położenia poziomu Fermiego dla
V = 0; pozostałe parametry jak na rys. 7.1. Uwzględniono wkład od obu punktów K. Linia
ciągła reprezentuje wyniki otrzymane w modelu k · p, natomiast kółka reprezentują wyniki

otrzymane w ramach modelu ciasnego wiązania.

Ogólne zachowanie się spinowego przewodnictwa jako funkcji położenia poziomu Fermiego

dla podwójnej warstwy grafenu jest podobne do przewodnictwa w SEH dla pojedynczej warstwy

grafenu. Zatem, gdy poziom Fermiego leży poza przerwą, wraz ze wzrostem |µ| przewodnic-
two spinowe zmierza do zera, natomiast jeśli poziom Fermiego znajduje się wewnątrz przerwy

energetycznej obserwujemy stałą uniwersalną wartość przewodnictwa spinowego, które jednak

przyjmuje dwa razy większą wartość niż w przypadku atomowej monowarstwy grafenu. Zacho-

wanie to przedstawione jest na rysunku (7.2). Przypomnijmy, że o ile przedstawione wyrażenia

odpowiadają tylko wkładowi od jednego punktu K, to na rysunku przedstawiony jest wkład od

obu punktów Diraca.

W ramach modelu ciasnego wiązania obliczenie przewodnictwa spinowego przebiega analo-

gicznie. Z uwagi na dość duże i skomplikowane wyrażenia przedstawiono tylko wyniki numeryczne

(rys. (7.2)). Widzimy, że w tym przypadku również oba modele dają niemal identyczne wyniki.

7.3 Wpływ napięcia bramkującego

W obecności napięcia bramkującego, V 6= 0, degeneracja pasm jest zniesiona i musimy
wziąć pod uwagę osiem różnych pasm. Postępując analogicznie jak poprzednio, równanie (7.34)

wymaga modyfikacji i przyjmuje postać:

F(ε) = χ(ε)
∏8
n=1[ε− En + µ+ iδ sign(ε)]2

(7.45)



Rozdział 7. Spinowy efekt Halla w podwójnej warstwie grafenowej 93

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

C
L
A

S
S

IC
A

L
  

IN
S

U
L
A

T
O

R

S
P

IN
  

H
A

L
L
 

IN
S

U
L
A

T
O

R

-4

-3.5

-3

-2

-1.5

-0.5

0

-1

-2.5

xy
sz

[e/4   ]

V/t     [10   ]

[1
0

  
]

/t
-3

-3

Rysunek 7.3: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji napięcia bramkującego V oraz poło-
żenia poziomu Fermiego µ. Uwzględniono wkład od obu punktów Diraca. Wykorzystano para-
metry jak na rys.7.1 Linia przerywana odpowiada wartości V , dla której obserwujemy przejście
z fazy spinowego izolatora topologicznego do fazy konwencjonalnego izolatora, w której spinowe

przewodnictwo holowskie znika wewnątrz przerwy energetycznej.
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Rysunek 7.4: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji napięcia bramkującego V dla wybra-
nych położeń poziomu Fermiego. Linie są przekrojami rys.7.3 wzdłuż ustalonych µ. Pozostałe

parametry jak na rys.7.1.

ze zdefiniowaną na nowo funkcją χ(ε). I znowuż, tak jak poprzednio otrzymujemy pewne wy-

rażenia analityczne. Z uwagi na znaczną komplikację tych wyrażeń (wynikającą z zniesienia

degeneracji) pokażemy tu tylko wyniki numeryczne. Rozważania w tym rozdziale ograniczymy

tylko do modelu Kane’a.

Na rysunku 7.3 przedstawione zostało spinowe przewodnictwo holowskie jako funkcja po-

łożenia poziomu Fermiego µ oraz napięcia bramkującego V . Dla V = 0 otrzymujemy rezultaty

analogiczne jak w poprzednim podrozdziale. Wraz ze wzrostem V , zakres wartości µ, dla któ-

rych przewodnictwo spinowe przyjmuje stałą skwantowaną wartość zmniejsza się i w punkcie

V = ∆so obserwujemy przejście (przy µ = 0) od σszxy = −4(e/4π) do σszxy = 0. To zachowanie
jest przedstawione wyraźniej na rysunku 7.4, gdzie zaprezentowane są pewne przekroje wykresu

7.3 wzdłuż wybranych wartości µ. Swego rodzaju przejście fazowe opisane powyżej jest wyraźnie
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Rysunek 7.5: Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji potencjału chemicznego µ dla wy-
branych wartości napięcia bramkującego V . Linie są przekrojami rys.7.3 wzdłuż ustalonych V .

Pozostałe parametry jak na rys.7.1.
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Rysunek 7.6: Zależność dyspersyjna dla podwójnej warstwy grafenu w najbliższym sąsiedztwie
przerwy energetycznej dla różnych wartości V . Na rysunku widoczna jest zmiana szerokości
przerwy wraz ze wzrostem napięcia oraz jej zamknięcie dla krytycznej wartości V. Pozostałe

parametry jak na rys.7.1.

widoczne dla przekroju odpowiadającemu µ = 0. Przejście z fazy tak zwanego izolatora topolo-

gicznego (obserwowanej dla małych napięć) do fazy klasycznego izolatora (w zakresie wyższych

napięć) jest także widoczne na rysunku 7.5, gdzie przedstawione są pewne przekroje wykresu

7.3 dla pewnych - ustalonych wartości V . Wykres ten pokazuje jak zmienia się ze wzrostem V

obszar w którym obserwujemy skwantowaną wartość σszxy. W miarę wzrostu wartości V , począw-

szy od V = 0, szerokość przedziału, w którym σszxy jest skwantowane zmniejsza się i w końcu
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znika przy pewnej krytycznej wartości V . Spinowe przewodnictwo holowskie zmienia wartość z

σszxy = −4(e/4π), obserwowanej dla napięć mniejszych od napięcia krytycznego, na σszxy = 0 dla
napięć większych od napięcia krytycznego. Na podstawie analizy wykresów 7.3 - 7.5 możemy tak-

że zauważyć, że przerwa energetyczna zmniejsza się wraz ze wzrostem V . Przy pewnej krytycznej

wartości V znika zupełnie, a następnie przy dalszym wzroście V otwiera się ponownie. Sytuację

tą ilustruje rysunek 7.6, na którym przedstawione zostało spektrum energetyczne podwójnej

warstwy grafenowej w bliskim sąsiedztwie krawędzi pasma walencyjnego i przewodnictwa dla

różnych wartości V .

7.4 Spinowy efekt Halla w podwójnej warstwie grafenu - rozwa-

żania w ramach modelu efektywnego - zredukowanego

Jeśli rozważamy transport elektronowy związany ze stanami elektronowymi w bliskim są-

siedztwie punktu Diraca, wówczas możemy do jego opisu wykorzystać zredukowany model efek-

tywny omówiony w podrozdziale 7.1. Model ten pozwala znaleźć analityczne wyrażenia na prze-

wodnictwo, nawet w bardziej skomplikowanych sytuacjach. Poniżej przeanalizujemy kilka przy-

padków szczególnych.

Przypadek V = 0

Wartości własne hamiltonianu (7.28) przyjmują postać:

E1,2 = ∓


∆2so +

(

~
2k2

2m

)2




1/2

. (7.46)

Stosując wcześniej wprowadzoną notację znajdujemy, że:

σszxy = i
e

2

∫

dε

2π

∫

d2k

(2π)2
χ(ε)

∏n=2
n=1[ε− En + µ+ iδsgn(ε)]4

, (7.47)

gdzie

χ(ε) =
4∆so~4k2

m2



∆2so − (ε+ µ)2 +
(

~
2k2

2m

)2




2

. (7.48)

Całkując po ε a następnie po k, otrzymujemy analityczne wyrażenie na holowskie przewodnictwo

spinowe:

σszxy = −
2∆so
|µ|

e

4π
(7.49)
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dla |µ| > ∆so oraz
σszxy = −2

e

4π
(7.50)

gdy poziom Fermiego leży w przerwie energetycznej, |µ| < ∆so.

Przypadek z V 6= 0

Niezerowe napięcie bramkujące prowadzi, do rozszczepienia pasm. W tej sytuacji wartości

własne (7.28) są postaci:

E1,2 = ∓


(V +∆so)2 +

(

~
2k2

2m

)2




1/2

, (7.51)

E1′,2′ = ∓


(V −∆so)2 +
(

~
2k2

2m

)2




1/2

. (7.52)

Model efektywny i w tym przypadku pozwala otrzymać analityczne rozwiązania na holowskie

przewodnictwo spinowe. Gdy |µ| > (V +∆so), znajdujemy że

σszxy = −
e

4π
2∆so
|µ| . (7.53)

Dla |V −∆so| < |µ| < (V +∆so),

σszxy = −
e

4π

(

1− V −∆so
|µ|

)

(7.54)

oraz, gdy µ leży w przerwie energetycznej:

σszxy = 0 for V > ∆so (7.55)

σszxy = −2
e

4π
for V < ∆so. (7.56)

Zależności holowskiego przewodnictwa spinowego w funkcji położenia poziomu Fermiego

oraz napięcia bramkującego V dokładnie odtwarzają wyniki zaprezentowane na rysunkach 7.3 -

7.5.

Przypadek ∆(1)so 6= ∆(2)so oraz V = 0

Założymy teraz różne parametry oddziaływania spin-orbita w obu płaszczyznach atomo-

wych (∆(1)so 6= ∆(2)so ). Różne wartości tych parametrów mogą być m. in. konsekwencją przeskoków
pomiędzy następnymi najbliższymi sąsiadami w obecności oddziaływania nadwymiany z udzia-

łem atomów z sąsiedniej warstwy atomowej.
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Rysunek 7.8: Spinowe przewodnictwo holowskie dla ∆(1)so = 0.15 meV oraz ∆
(2)
so jak na wykresie.

Część (a) odpowiada wartości napięcia V = 0.1∆(1)so , a część (b) odpowiada wartości napięcia
V = ∆(1)so .

W przypadku gdy ∆(1)so 6= ∆(2)so (gdzie ∆(1)so > ∆(2)so ) znajdujemy, że dla |µ| > ∆(1)so :

σszxy = −
4|µ|(∆(1)so +∆(2)so )
4µ2 − (∆(1)so −∆(2)so )2

e

4π
, (7.57)
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natomiast, gdy ∆(2)so < |µ| < ∆(1)so :

σszxy = −
2
(

|µ|+∆(1)so
)

2|µ|+
(

∆(1)so −∆(2)so
)

e

4π
. (7.58)

Jeśli µ znajduje się w przerwie energetycznej, wówczas σszxy = −2e/4π.

Wyniki numeryczne odpowiadające powyższym wyrażeniom przedstawione są na rysunku 7.7

Spinowe przewodnictwo holowskie jest stałe wewnątrz przerwy energetycznej, która teraz jest

zdeterminowana przez mniejszy z parametrów oddziaływania spin-orbita. Na wykresie obserwu-

jemy również specyficzne zagięcie związane z większym z parametrów sprzężenia.

Przypadek ∆(1)so 6= ∆(2)so i V 6= 0

Nawet w ramach modelu zredukowanego wyrażenia analityczne dla tego przypadku są dość

rozbudowane. Rysunek 7.8 przedstawia wyniki numeryczne. Współzawodnictwo między wpły-

wem napięcia V i asymetrią w sprzężenia spinowoorbitalnego prowadzi do pewnej asymetrii w

spinowym przewodnictwie. Asymetria ta jest bezpośrednio związana z asymetrią jaką obserwu-

jemy w tym przypadku w zależności dyspersyjnej względem E = 0. Podobnie jak w przypadku

symetrycznej zależności dyspersyjnej znajdujemy przejście z fazy topologicznego izolatora spi-

nowego do fazy normalnego izolatora.

7.5 SEH w podwójnej warstwie grafenu w konfiguracji AA

Na zakończenie tego rozdziału omówimy podwójną warstwę grafenową w konfiguracji AA. O

ile konfiguracja AA nie występuje w naturalnym graficie, to taka konfiguracja występuje bardzo

często podczas procesu zaginania pojedynczej warstwy grafenowej [148, 149]. Rozważamy grafen,

aczkolwiek istnieje obecnie cała klasa dwuwymiarowych kryształów, których niskoenergetyczna

struktura pasmowa jest zbliżona do struktury pasmowej grafenu i w związku z tym przedstawimy

wyniki numeryczne przyjmując szerszy zakresu parametrów charakteryzujących układ.

Do opisu podwójnej warstwy grafenowej w konfiguracji AA, wykorzystamy hamiltonian

efektywny otrzymany metodą k · p [147]:

HKAA = T0HK + V Tzσ0S0 + γ1Txσ0S0. (7.59)

Wartości własne tego hamiltonianu pod nieobecność napięcia bramkującego mają postać:

E1,3 = −γ1 ∓
(

∆2so + v
2k2
)1/2

, (7.60)
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Rysunek 7.9: Zależność dyspersyjna dla podwójnej warstwy grafenowej w konfiguracji AA w
sąsiedztwie punktu K.

E2,4 = γ1 ∓
(

∆2so + v
2k2
)1/2

. (7.61)

Jeśli włączymy napięcie bramkujące, to otrzymamy:

E1,3 = −
[

v2k2 +∆2so + V
2 + γ21 ∓ 2

[

(V 2 + γ21)(v
2k2 +∆2so)

]1/2
]1/2

, (7.62)

E2,4 =
[

v2k2 +∆2so + V
2 + γ21 ∓ 2

[

(V 2 + γ21)(v
2k2 +∆2so)

]1/2
]1/2

. (7.63)

Rysunek 7.9 przedstawia zależność dyspersyjną dla rozważanego modelu. Widać wyraź-

nie, że w sytuacji gdy γ1 > ∆so pasmo przewodnictwa przecina się z pasmem walencyjnym i

rozważana podwójna warstwa nie jest izolatorem i wykazuje cechy półmetalu. Po wyznaczeniu

funkcji Greena oraz operatora gęstości prądu spinowego i operatora prędkości dla hamiltonianu

(7.59) obliczamy spinowe przewodnictwo holowskie na podstawie wyrażenia (1.8) i zgodnie ze

stosowaną powyżej procedurą.

Rysunek 7.10(a) przedstawia spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji parametru we-

wnętrznego oddziaływania spin-orbita oraz położenia poziomu Fermiego. Jeśli parametr ∆so

jest bardzo mały (tak jak w przypadku grafenu), wówczas spinowe przewodnictwo holowskie

jest równe zero prawie na całym obszarze z wyjątkiem zakresu µ = (±γ1 − ∆so;±γ1 + ∆so)
i ich bliskiego sąsiedztwa. W punkcie µ = ±γ1 spinowe przewodnictwo początkowo przyjmuje
wartość równą −e/2π. Sytuacja ta jest także przedstawiona na rysunku 7.10(b), gdzie spinowe
przewodnictwo holowskie jest wykreślone w funkcji wartości parametru ∆so dla wybranych war-

tości potencjału chemicznego. Linia niebieska na tym wykresie odpowiada wartości potencjału

chemicznego równej γ1. Wraz ze wzrostem ∆so obserwujemy liniowy wzrost przewodnictwa od

wartości −e/2π, a następnie od pewnej wartości ∆so obserwujemy stałą wartość przewodnictwa
spinowego równą −e/π. Na podstawie tego rysunku widzimy także, że spinowe przewodnictwo
holowskie dla wartości potencjału chemicznego µ = 0 wzrasta liniowo od zera do ustalonej

wartości −e/π, którą przyjmuje dla ∆so  γ1.
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Rysunek 7.10: (a) Wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego w funkcji po-
łożenia poziomu Fermiego oraz stosunku ∆so/γ1. (b) Przekroje przez rysunek (a) dla wybranych

wartości µ. Przyjęto t = 2.9eV , γ1 = 0.2eV .

Widzimy więc, że przy zmianie stosunku ∆so/γ1 zmienia się topologia struktury pasmowej

rozważanego układu. Dla ∆so < γ spinowe przewodnictwo holowskie nie jest skwantowane, a

układ jest półmetaliczny. Jeśli jednak ∆so > γ1, to układ staje się izolatorem, z skwntowaną

wartością spinowego przewodnictwa holowskiego, równą −e/π, wewnątrz przerwy energetycznej.
Widać to wyraźnie na rysunku 7.10(a) oraz na rysunkach 7.11(a), (b) na których przedstawiono

spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji położenia poziomu Fermiego dla wybranych wartości

∆so.

Pokazaliśmy więc, że zmieniając stosunek parametrów ∆so/γ1 w modelu dwóch warstw mo-

noatomowych grafenu w konfiguracji AA możemy zaobserwować przejście układu z fazy półme-

talicznej do fazy izolatora spinowego, co ma swoje bezpośrednie odzwierciedlenie w zachowaniu

się spinowego przewodnictwa holowskiego.

W grafenie wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita jest bardzo małe i co więcej, dla dwóch

swobodnych warstw grafenowych γ1 > ∆so. Jeśli jednak założymy, że mamy do czynienia z

dwoma warstwami monoatomowymi, których wzajemna odległość może być kontrolowana, to
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Rysunek 7.11: Wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego w funkcji po-
łożenia poziomu Fermiego dla wybranych wartości ∆so (a). Rysunek (b) stanowi powiększenie
rysunku (a) dla zakresu µ z przedziału (0.18 - 0.22) eV. Przyjęto t = 2.9eV , γ1 = 0.2eV .

parametr γ1 będzie ulegał zmianie. Tak więc przypadek z γ1 < ∆so odpowiada sytuacji bardzo

słabego sprzężenia między warstwami. Dla γ1 = 0 warstwy nie są ze sobą sprzężone - transport

odbywa się przez dwie połączone równolegle i odizolowane od siebie monowarstwy atomowe.

Mamy więc, sytuację dwóch warstw, z których każda wykazuje własności spinowego izolatora ze

skwantowanym spinowym przewodnictwem holowskim wewnątrz przerwy energetycznej.

Podsumowanie

Rozdział ten poświęcony był spinowemu efektowi Halla w podwójnej warstwie grafenowej.

Znaczna część rozdziału dotyczy SEH w podwójnej warstwie grafenu w konfiguracji AB z we-

wnętrznym oddziaływaniem spinowo-orbitalnym. W rachunkach wykorzystano model ciasnego

wiązania i modele efektywne - oparte o hamiltonian otrzymany przy pomocy metody k · p oraz
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zredukowany hamiltonian niskoenergetyczny. Na podstawie modeli efektywnych udało się otrzy-

mać wyrażenia analityczne opisujące spinowe przewodnictwo holowskie w rozważanych przypad-

kach. Zależność spinowego przewodnictwa holowskiego w funkcji położenia poziomu Fermiego

przypomina jakościowo odpowiednią zależność dla atomowej monowarstwy grafenu, przy czym,

gdy poziom Fermiego leży wewnątrz przerwy energetycznej spinowe przewodnictwo holowskie

jest dwa razy większe niż w przypadku pojedynczej warstwy. Pokazane zostało również swego

rodzaju kwantowe przejście fazowe, z fazy spinowego izolatora do fazy konwencjonalnego izo-

latora (ze spinowym przewodnictwem holowskim równym zero, gdy poziom Fermiego leży w

przerwie energetycznej), które zachodzi przy pewnej krytycznej wartości napięcia bramkujacego

przyłożonego pomiędzy płaszczyzny grafenowe. W ramach modelu niskoenergetycznego rozwa-

żony został także przypadek układu z asymetrią związaną z różnym sprzężeniem spin-orbita w

każdej z warstw grafenowych. W tej sytuacji przerwa energetyczna jest zdeterminowana przez

mniejszy z parametrów oddziaływania spin-orbita. Oddziaływanie spin-orbita w drugiej war-

stwie grafenu (warstwie z większym parametrem sprzężenia spin-orbita) prowadzi natomiast

do charakterystycznego zagięcia na wykresie spinowego przewodnictwa holowskiego w funkcji

położenia poziomu Fermiego. Przyłożenie napięcia bramkującego pomiędzy warstwy grafenu

prowadzi również i w tym przypadku do przejścia z fazy izolatora spinowego (realizującej się

przy niskich napięciach) do fazy konwencjonalnego izolatora, którą obserwujemy przy wyższych

napięciach. Na zakończenie tego rozdziału przedyskutowany został także przypadek podwójnej

warstwy grafenowej w konfiguracji AA, w ramach modelu opartego o hamiltonian k · p. Spi-
nowe przewodnictwo holowskie, w przypadku gdy parametr sprzężenia między warstwami, γ1,

jest większy od parametru sprzężenia spin-orbita, ∆so, jest bardzo słabe prawie w całym zakre-

sie wartości potencjału chemicznego poza okolicą punktu µ = ±γ1, gdzie obserwujemy piki. W
miarę zwiększania wartości stosunku ∆so/γ1 piki te rosną i poszerzają się, aż dla ∆so/γ1 = 1

następuje otwarcie przerwy energetycznej w punkcie K. Obserwujemy przejście z fazy półmeta-

licznej do fazy spinowego izolatora, ze stałą i skwantowaną wartością spinowego przewodnictwa

holowskiego dla położenia poziomu Fermiego wewnątrz przerwy energetycznej.
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Spinowy efekt Halla w grafenie

indukowany fluktuacjami pola

Rashby

Wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita w grafenie jest bardzo słabe [131], przez co eks-

perymentalna weryfikacja spinowego efektu Halla wewnątrz przerwy energetycznej, idukowanej

tym oddziaływaniem, oraz w jej bliskim sąsiedztwie są obecnie niezmiernie trudne. Oddziały-

wanie spin-orbita typu Rashby, które pojawia się w grafenie silnie zależy od podłoża na którym

jest on osadzony i może być względnie duże. Oprócz stałego oddziaływania Rashby w grafenie

obserwujemy także fluktuujące pole Rashby, którego źródłem może być np. pofałdowana struk-

tura warstwy grafenowej, domieszki, obecność adatomów na powierzchni grafenu lub sprzężenie

elektron-fonon w podłożu [150–153].

Wpływ fluktuacji pola Rashby na spinową relaksację był analizowany w ramach dwóch róż-

nych modeli opisujących te fluktuacje [152, 154]. W tym rozdziale omówimy spinowy efekt Halla

w grafenie indukowany fluktuacjami pola Rashby. Rozważymy dwie różne funkcje korelacji dla

parametru oddziaływania spin-orbita Rashby i pokażemy, że spinowe przewodnictwo holowskie

zależy od stosunku całkowitego czasu relaksacji w układzie do czasu relaksacji spinowej [90],

która jest zdeterminowana właśnie przez korelator parametru oddziaływania Rashby.
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Rysunek 8.1: Diagramy Feynmana w limicie prądu stałego, dające wkład do spinowego prze-
wodnictwa holowskiego w rozważanym problemie.

Rozważamy pojedynczą warstwę grafenu w ramach modelu Kane’a. Ponieważ wewnętrzne

oddziaływanie spin-orbita grafenu jest małe, więc zostanie pominięte w dalszych rachunkach.

Hamiltonian opisujący niskoenergetyczne stany elektronowe w pobliżu punktu K pierwszej stre-

fy Brillouina jest teraz postaci HK = HK0 + V
K
k,k′ . Hamiltonian niezaburzony dla grafenu H

K
0

został zdefiniowany w Rozdziale 6 i dany jest równaniem (6.21). Człon V Kk,k′ opisuje fluktuujące

pole Rashby, które związane jest głównie z własnościami podłoża, ale może być także skutkiem

pofałdowanej struktury płaszczyzny grafenowej. Hamiltonian V Kk,k′ zdefiniowany jest więc przez

(6.31), przy czym zamiast stałej oddziaływania Rashby λR wprowadzimy zmienny w przestrzeni

parametr oddziaływania λkk′ . Zakładamy, że uśrednione oddziaływanie spin-orbita Rashby zni-

ka, ale parametr tego sprzężenia λ fluktuuje w przestrzeni. W związku z tym pierwszy i drugi

moment statystyczny dla λkk′ wynoszą odpowiednio 〈λq〉 = 0, 〈λ2q〉 = Cq 6= 0, gdzie q = k−k′.

W rachunkach wykorzystamy omówioną w Rozdziale 1 formułę Kubo-Stredy:

σszxy = σ
sz I
xy + σ

sz II
xy . (8.1)

Składnik σsz IIxy jako tzw. wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego, który

pochodzi od wszystkich stanów poniżej poziomu Fermiego, w rozważanym przypadku wynosi

zero1. σsz Ixy , które dane jest wyrażeniem (1.11), związane jest ze stanami na poziomie Fermiego.

Ten wkład do spinowego przewodnictwa holowskiego wyznaczymy przy pomocy diagramowego

rachunku zaburzeń Feynmana. Tak więc, spinowe przewodnictwo holowskie możemy zapisać

następująco:

σszxy =
e~

2π
Tr
∑

kk′

4
∑

n=1

Dn ≡ σsz(1)xy + σ
sz(2)
xy + σ

sz(3+4)
xy . (8.2)

1σsz IIxy 6= 0 tylko wewnątrz przerwy energetycznej indukowanej wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita,
które tu zaniedbujemy.
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Dn to wyrażenie jakie otrzymamy po rozpisaniu n-tego diagramu z rysunku 8.1. Składnik σ
sz(1)
xy

związany jest z wkładem do przewodnictwa od diagramu podstawowego (D1) i jest częścią wkła-

du topologicznego do spinowego efektu Halla. Ponieważ jednak hamiltonian niezaburzony nie

zawiera żadnego oddziaływania spin-orbita, więc wkład od diagramu D1 znika, σ
sz(1)
xy = 0. Drugi

składnik w równaniu (8.2) jest postaci:

σsz(2)xy =
e~

2π

∫

d2k

(2π)2
d2k′

(2π)2
Tr
[

jszx G
R
kVkk′G

R
k′vyG

A
k′Vk′kG

A
k

]

. (8.3)

Przewodnictwo spinowe związane z diagramami D3 i D4 możemy zapisać następująco:

σsz(3+4)xy =
e~

2π

∫

d2k

(2π)2
d2k′

(2π)2
Tr
[

jszx G
R
k vyG

A
kVkk′G

A
k′Vk′kG

A
k

+jszx G
R
k Vkk′G

R
k′Vk′kG

R
k vyG

A
k

]

. (8.4)

W powyższych równaniach operator gęstości prądu spinowego oraz prędkości dane są wyraże-

niami:

jszx =
v

2





0 Sz

Sz 0



 , vy = i
v

~





0 −S0
S0 0



 , (8.5)

w których S0, Sz to macierz jednostkowa oraz z -owa macierz Pauliego w przestrzeni spino-

wej. Funkcje GR(A)k (µ) to opóźniona i przedwczesna funkcja Greena na poziomie Fermiego -

µ: GR(A)k =
[

(µ± iΓ)−HK0
]−1
; Γ = ~/2τ . Zakładamy, że τ jest całkowitym czasem relaksacji,

związanym zarówno z rozpraszaniem na domieszkach jak i z rozpraszaniem spinu na fluktuacjach

pola Rashby τs i w związku z tym możemy zapisać: 1/τ = 1/τi + 1/τs. Zatem, dla niskich kon-

centracji domieszek rozpraszanie na fluktuacjach pola Rashby jest dominującym mechanizmem

prowadzącym do relaksacji (τ → τs).

Aby wyznaczyć czas relaksacji spinowej τs policzymy energię własną:

ΣR =
∫

d2k′

(2π)2
Vkk′G

0R
k′ Vk′k. (8.6)

Wstawiając jawną postać funkcji Greena G0Rk′ związanej z H
K
0 otrzymujemy:

ΣR = 4εFM
∫

d2k′

(2π)2
〈λ2kk′〉

(εF − E1k′ + i0+)(εF − E2k′ + i0+)
, (8.7)

gdzie E1,2 = ±vk ≡ ±εk, a macierz M :

M =





1
2(S0 − Sz) 0

0 1
2(S0 + Sz)



 . (8.8)
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Wykorzystując, że k′ = k− q otrzymamy:

ΣR = −iM
2π

∫

dq q

∫

dθ Cq δ(εF − εk−q)

= −iM kF
πv

∫ 2kF

0
dq

2Cq
√

4k2F − q2
, (8.9)

Ponieważ energia własna związana jest z czasem relaksacji poprzez następującą relację:

ΣR = −iΓsM, (8.10)

gdzie Γs = ~/2τs, to przyrównując (8.10) do (8.9) otrzymamy jawne wyrażenie na τs, które

zależy od definicji korelatora Cq[152, 154]:

1
τs
=
4kF
πv

∫

dq
Cq

√

4k2F − q2
. (8.11)

Zapisując (8.3) przy wykorzystaniu jawnej postaci funkcji Greena oraz (8.5), a także wyko-

nując operację śladu znajdujemy:

σsz(2)xy =
e

2π

∫

d2k

(2π)2
d2k′

(2π)2
16|λkk′ |2v4(kxk′x − kyk′y)εFΓ

(

ε2k − (εF − iΓ)2
) (

ε2k′ − (εF − iΓ)2
)

× 1
(

ε2k − (εF + iΓ)2
) (

ε2k′ − (εF + iΓ)2
) . (8.12)

Wykonując całkowanie po kącie otrzymamy, że σsz(2)xy = 0. Czyli spinowe przewodnictwo holow-

skie dane jest przez (8.4). W limicie niskiej koncentracji domieszek otrzymujemy:

σszxy =
e

4π2
v2εF
Γ

∫

dq q

∫

dk k

∫

dθ Cq δ(ε2k − ε2F ) δ(ε2k−q − ε2F ). (8.13)

Ostatecznie spinowe przewodnictwo holowskie możemy zapisać następująco:

σszxy =
e

4π2
εF
Γ

∫ 2kF

0
dq

Cq

v2
√

4k2F − q2
. (8.14)

Wykorzystując (8.11) oraz uwzględniając wkład od drugiego punktu K dostajemy [90]:

σszxy =
e

4π
τ

τs
. (8.15)

Tak więc, spinowe przewodnictwo holowskie związane z fluktuacjami pola Rashby w grafenie,

w ogólności, nie przyjmuje stałej - uniwersalnej wartości. Widzimy również, że potencjał roz-

praszający choć redukuje przewodnictwo spinowe, to nie prowadzi do całkowitego wygaszenia

efektu.
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Na podstawie powyższych rachunków widać, że spinowe przewodnictwo holowskie zależy

od jawnej postaci Cq. W pracy [154] założono funkcję korelacji dla parametru oddziaływania

spin-orbita Rashby w postaci:

C(1)q = 2π〈λ2〉R2e−qR. (8.16)

Fluktuacje opisane przez powyższy korelator związane są z pofałdowaną strukturą grafenu lub

z domieszkami, które mogą się pojawić na jego powierzchni. Wykorzystując powyższą funkcję

korelacji otrzymamy następujące wyrażenie na spinowe przewodnictwo holowskie (dla jednego

punktu K):

σszxy =
e

4Γv
〈λ2〉kFR2 (I0(2kFR)− L0(2kFR)) , (8.17)

gdzie I0 oraz L0 to odpowiednio zmodyfikowane funkcje Bessela i Struve’a zerowego rzędu. Na

podstawie powyższej zależności możemy otrzymać proste analityczne wyniki dla dwóch szcze-

gólnych przypadków:

σszxy =
e

4π
〈λ2〉
vΓ

R







πkFR ; kFR≪ 1
1 ; kFR≫ 1

. (8.18)

Zhang i Wu [152] zaproponowali inną postać korelatora Cq, która może opisywać sytuację w

której adatomy są przypadkowo rozmieszczone na powierzchni grafenu oraz między płaszczyzną

grafenową a podłożem:

C(2)q = 4π
2n〈λ2〉R4e−q2R2 . (8.19)

gdzie n jest koncentracją domieszek. Odpowiadające powyższej funkcji korelacji spinowe prze-

wodnictwo holowskie (dla jednego punktu K) przyjmuje teraz formę:

σszxy =
en

2vΓ
〈λ2〉kFR4πI0(2k2FR2)e−2k

2
F
R2 . (8.20)

Także w tym przypadku otrzymujemy proste wyrażenia w szczególnych przypadkach:

σszxy =
en

2vΓ
〈λ2〉R3







πkFR ; kFR≪ 1√
π
2 ; kFR≫ 1

. (8.21)

Na rysunkach 8.2 i 8.3 przedstawione są wyniki numeryczne dla dowolnego zakresu kFR, na

których uwzględniono wkład od obu punktów K pierwszej strefy Brillouina. Rysunek 8.2 przed-

stawia spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji kFR dla kilku ustalonych długości korelacji

R. Wykres 8.2(a) odpowiada funkcji korelacji, Cq, zdefiniowanej równaniem (8.16), a wykres

8.2(b) wykreślony został dla funkcji korelacji danej przez (8.19). Na rysunku 8.3 przedstawiono

z kolei spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji kFR, gdy ustalona jest wartość wektora fa-

lowego na powierzchni Fermiego kF . (Tak jak poprzednio część (a) rysunku wykreślona została

dla korelatora zdefiniowanego przez (8.16), a część (b) dla korelatora danego równaniem (8.19)).
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Rysunek 8.2: Spinowe przewodnictwo holowskie jako funkcja kFR dla ustalonej wartości R.
Wykres (a) odpowiada funkcji korelacji zdefiniowanej równaniem (8.16), a wykres (b) wykreślony
został dla funkcji korelacji danej przez (8.19). Na wykresach uwzględniono wkład od obu punktów
K. Przyjęto następujące wartości parametrów 〈λ2〉 = 25 × 10−9 eV2, v = 3.516 × 10−10eVm,

n = 3× 1016 m−2, and Γ = 6.58× 10−8 eV.

Na podstawie obu rysunkówmożemy wnioskować, że spinowe przewodnictwo holowskie znika

gdy wartość wektora falowego kF lub długość korelacji R zmierzają do zera. Aby zrozumieć takie

zachowanie należy pamiętać, że wartość kF = 0 odpowiada sytuacji, gdy poziom Fermiego leży

w punktach Diraca, gdzie znika gęstość stanów. W limicie R = 0 długość fali elektronu na

powierzchni Fermiego jest znacznie większa niż zakresy korelacji dla oddziaływania spin-orbita.

Te dwa limity odpowiadają wyrażeniom analitycznym (8.18) i (8.21). Gdy kFR wzrasta, przy

ustalonym R spinowe przewodnictwo początkowo wzrasta z kFR i po osiągnięciu maksymalnej

wartości zmierza do limitu kFR ≫ 1 zgodnie z wyrażeniami (8.18) i (8.21), który to jednak
zależy od wartości R. Jeśli ustalona jest wartość wektora falowego kF spinowe przewodnictwo

holowskie wzrasta wraz ze wzrostem kFR, a szybkość tego wzrostu zależy od wartości kF .
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Rysunek 8.3: Spinowe przewodnictwo holowskie jako funkcja kFR dla ustalonego kF . Wykre-
ślone przy wykorzystaniu definicji korelatora danego przez (8.16) - rys. (a) oraz (8.19) - rys. (b).

Przyjęto wartości parametrów jak na rys. 8.2.

Podsumowanie

W rozdziale tym przeanalizowaliśmy SEH indukowany fluktuacjami pola Rashby w po-

jedynczej warstwie grafenowej. Założyliśmy, że jednorodne pole Rashby w układzie znika. W

rachunkach wykorzystaliśmy dwie różne funkcje korelacji dla parametru oddziaływania Rashby,

które odpowiadają dwóm różnym sytuacjom fizycznym (fluktuacje oddziaływania spin-orbita

pochodzą od pofałdowanej struktury grafenu lub są związane z obecnością domieszek po obu

stronach warstwy grafenowej). Pokazaliśmy, że spinowe przewodnictwo holowskie nie przyjmuje

stałej wartości, tylko wynosi (e/4π)(τ/τs) niezależnie od wyboru definicji korelatora. Stałą - uni-

wersalną wartość obserwujemy tylko w przypadku, gdy τ i τs są równe, a więc, gdy w układzie

poza fluktuacjami pola Rashby nie występują inne mechanizmy relaksacji. Obecność potencja-

łu rozpraszającego osłabia SEH, ale nie wygasza go całkowicie - podobnie jak w przypadku

dwuwymiarowego gazu elektronowego z fluktuującym polem Rashby.



Rozdział 9

Spinowy efekt Halla w silicenie

Otrzymany w 2004 roku grafen [119] zapoczątkował intensywne badania nad dwuwymia-

rowymi kryształami oraz technikami ich wytwarzania. Badania te bardzo szybko zaowocowały

obserwacją takich dwuwymiarowych materiałów jak BN oraz MoS2 [155]. W 2010 roku udało się

otrzymać stabilny dwuwymiarowy kryształ krzemu - silicen [156, 157], który podobnie jak gra-

fen, charakteryzuje się liniową zależnością dyspersyjną w pobliżu położenia poziomu Fermiego,

natomiast jego przerwa energetyczna, indukowana wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita,

jest znacznie większa niż w grafenie. Wymienione cechy silicenu oraz jego kompatybilność z kon-

wencjonalną, opartą na krzemie, elektroniką czynią ten materiał interesującym dla elektroniki

spinowej.

W niniejszym rozdziale omówimy spinowy efekt Halla w silicenie indukowany jego wewnętrz-

nym oddziaływaniem spinowo-orbitalnym [158]. Pokażemy, że podobnie jak w przypadku grafe-

nu, spinowe przewodnictwo holowskie przyjmuje stałą wartość gdy poziom Fermiego znajduje się

wewnątrz przerwy energetycznej. Omówimy również wpływ napięcia bramkującego na spinowe

przewodnictwo holowskie w tym materiale.

9.1 Model ciasnego wiązania oraz model efektywny dla silicenu

Atomy krzemu w silicenie tworzą strukturę typu plastra miodu zawierającą dwie podsieci. W

odróżnieniu od struktury krystalicznej grafenu, te dwie podsieci są rozsunięte względem siebie,

w kierunku normalnym do płaszczyzny kryształu. W rezultacie sieć krystaliczna silicenu jest

lekko pozaginana w sposób pokazany na rysunku 9.1(a).

Silicen posiada wiele własności zbliżonych do grafenu. Na rysunku 9.1(b) przedstawiona

jest otrzymana metodą ab initio [160] struktura pasmowa silicenu oraz odpowiadająca jej gęstość

stanów. Podobnie jak w przypadku grafenu obserwujemy liniową zależność dyspersyjną w pobliżu

110
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(a) (b)

Rysunek 9.1: Sieć atomowa silicenu. Wzajemna konfiguracja najbliższych sąsiadów, widok
warstwy z boku oraz z góry(a). Struktura pasmowa oraz gęstość stanów dla silicenu otrzymane
metodą ab initio (b). Rysunek (a) pochodzi z pracy [159], a rysunek (b) - z pracy [160].

punktów K, gdzie stykają się pasmo walencyjne i przewodnictwa. Wewnętrzne oddziaływanie

spin-orbita otwiera przerwę energetyczną w punktach Diraca. Z uwagi na pozaginany charakter

struktury krystalograficznej, wewnętrzne oddziaływanie spin orbita silicenu jest znacznie większe

niż w grafenie, a związana z nim przerwa energetyczna wynosi około 1.5 meV [161, 162].

Zagięcia struktury krystalograficznej silicenu mają jeszcze dwie ważne konsekwencje: obec-

ność tzw. wewnętrznego oddziaływanie spin-orbita typu Rashby oraz możliwość kontrolowania

jego struktury pasmowej przyłożonym w kierunku prostopadłym do płaszczyzny podłoża polem

elektrycznym (napięciem bramkującym) [159, 162].

Hamiltonian w modelu ciasnego wiązania opisujący silicen przyjmuje postać [159, 163]:

H = −t
∑

〈i,j〉α
c†iαcjα + i

λso

3
√
3

∑

〈〈i,j〉〉αβ
νijc
†
iα(Sz)αβcjβ

+iλR1
∑

〈i,j〉αβ
c†iα
(

S× d̂ij
)z

αβ
cjβ − i

2
3
λR2

∑

〈〈i,j〉〉αβ
µic
†
iα

(

S× d̂ij
)z

αβ
cjβ

+V
∑

iα

µic
†
iαciα , (9.1)

w którym c†iα - operator kreacji elektronu o spinie α w węźle i, a 〈i, j〉/〈〈i, j〉〉 wskazują, że
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sumowanie przebiega odpowiednio po najbliższych sąsiadach lub następnych najbliższych sąsia-

dach. Pierwszy wyraz w powyższym hamiltonianie opisuje przeskoki elektronu z węzła i-tego na

j-ty z całką przeskoku t = 1.6eV . Drugi wyraz opisuje wewnętrzne oddziaływanie spin-orbita z

parametrem oddziaływania λso = 3.9meV , νij = ±1 w zależności czy przeskok do następnego
najbliższego sąsiada odbywa się przeciwnie czy zgodnie z ruchem wskazówek zegara; S wek-

tor macierzy Pauliego w przestrzeni spinu. Kolejne dwa wyrazy związane są z oddziaływaniem

spin-orbita typu Rashby. Pierwszy z nich opisuje oddziaływanie spin-orbita Rashby związane z

obecnością zewnętrznego pola elektrycznego λR1 = λR1(Ez), drugi – tzw. wewnetrzne oddzia-

ływanie spin-orbita Rashby z parametrem λR2 = 0.7meV , µi = ±1 odpowiednio dla węzła -
atomu z podsieci A(B). W obu tych wyrazach pojawia się wersor d̂ij = dij/dij , gdzie wektor dij

jest wektorem łączącym atom i-ty z j-tym z tej samej podsieci. Ostatni składnik opisuje wpływ

napięcia bramkującego V = lEz związanego z przyłożeniem pola elektrycznego Ez prostopadle

do płaszczyzny silicenu; l = 0.23Å (2l - odległość między podsieciami).

Podobnie jak dla grafenu, możemy na podstawie modelu ciasnego wiązania wyprowadzić ni-

skoenergetyczny hamiltonian opisujący stany z bliskiego sąsiedztwa punktów K strefy Brillouina.

Hamiltonian ten przyjmuje następującą postać [159, 163]:

HK,K
′
= v (ηkxσx + kyσy) + ησzh11 +

λR1
2
(ησxSy − σySx) + V σz ; (9.2)

h11 = λsoSz + aλR2 (kySx − kxSy) . (9.3)

W powyższym wyrażeniu v = ~vF z vF =
√
3
2~ at, macierze σi (i = x, y, z) oznaczają macierze

Pauliego w przestrzeni podsieci (pseudospinu), η = ±1 odpowiednio dla punktu K/K’, stała sieci
a = 3.86Å.

9.2 Topologiczny spinowy efekt Halla w silicenie

Rozważymy topologiczny spinowy efekt Halla związany z obecnością wewnętrznych oddzia-

ływań spinowo-orbitalnych. W obliczeniach wykorzystamy model efektywny opisany hamiltonia-

nem (9.2).

SEH w przypadku gdy V = 0

W obliczeniach wykorzystamy formułę na spinowe przewodnictwo holowskie daną równa-

niem (1.8). Obliczając funkcję Greena dla hamiltonianu (9.2) z V = 0, λR1(0) = 0, oraz operatory

prędkości i prądu spinowego, a następnie postępując zgodnie z algorytmem opisanym w Rozdzia-

le 6 i 7 otrzymamy, że spinowe przewodnictwo holowskie dane jest następującymi wyrażeniami
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(dla jednego punktu K):

σszxy = −
v2λso

|µ|(v2 + a2λ2R2)
e

4π
, (9.4)

gdy poziom Fermiego µ (mierzony od środka przerwy energetycznej) leży w paśmie walencyj-

nym lub przewodnictwa, natomiast jeśli poziom Fermiego znajduje się w przerwie energetycznej

otrzymamy:

σszxy = −
v2

v2 + a2λ2R2

e

4π
. (9.5)

Widzimy więc, że z uwagi na obecność wewnętrznego oddziaływania spin-orbita typu Rash-

by spinowe przewodnictwo holowskie wewnątrz przerwy energetycznej nie przyjmuje wartości

skwantowanej. Niemniej jednak parametr λR2 jest mały w porównaniu z stałą opisującą we-

wnętrzne oddziaływanie spin-orbita, co więcej oddziaływanie to znika w k = 0 (patrz postać

(9.2)). Zakładając wyżej wymienione wartości dla wielkości występujących w równaniu (9.5)

otrzymamy, że σszxy(λR2 = 0) − σszxy(λR2 6= 0) ≈ 10−7 44π . Tak więc, wpływ wewnętrznego od-
działywania spin-orbita typu Rashby jest mały i w dalszej części rozdziału będziemy zakładać

λR2 = 0. W związku z tym równania (9.4) i (9.5) przyjmą następującą formę:

σszxy = −
λso
|µ|

e

4π
, (9.6)

σszxy = −
e

4π
(9.7)

odpowiednio dla położenia poziomu Fermiego w paśmie walencyjnym lub przewodnictwa oraz

dla µ wewnątrz przerwy energetycznej.

SEH w obecności napięcia bramkującego

Rozważmy teraz przypadek swobodnej warstwy silicenu 1 w zewnętrznym polu elektrycznym

prostopadłym do jego płaszczyzny. Również w tym przypadku znajdujemy proste analityczne

rozwiązania. Otrzymujemy, że

σszxy = −
λso
|µ|

e

4π
(9.8)

jeśli poziom Fermiego przecina oba pasma walencyjne lub oba pasma przewodnictwa, a więc gdy

|µ| > |V |+λso. Jeśli poziom Fermiego przecina tylko jedno pasmo walencyjne lub przewodnictwa,
czyli |V |+ λso > |µ| > ||V | − λso|, to spinowe przewodnictwo dane jest zależnością

σszxy = −
1
2

(

1− |V | − λso|µ|

)

e

4π
. (9.9)

1Pomijamy oddziaływanie z podłożem - a więc rozważamy przypadek bez zewnętrznego oddziaływania spin-
orbita Rashby.
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Rysunek 9.2: Spinowe napięcie holowskie w funkcji napięcia bramkującego V prostopadłego do
płaszczyzny silicenu oraz położenia poziomu Fermiego µ. Uwzględniono wkład od obu punktów
K. Wykres wykonano dla parametrów: v = ~vF with vF = 5.52 · 105 m/s, and λso = 3.9 meV.

Gdy poziom Fermiego leży w przerwie energetycznej, |µ| < ||V | − λso|, otrzymamy:

σszxy = −
e

4π
. (9.10)

Spinowe przewodnictwo holowskie w funkcji napięcia V oraz położenia poziomu Fermie-

go µ zostało pokazane na rysunku 9.2 (uwzględniono na nim wkład od obu punktów K). Na

wykresie widzimy, że przerwa energetyczna, wewnątrz której spinowe przewodnictwo holowskie

przyjmuje stałą skwantowaną wartość, zmniejsza się wraz ze wzrostem wartości napięcia |V |.
Dla pewnej krytycznej wartości |V | przerwa energetyczna znika, a następnie przy zwiększaniu
|V | otwiera się ponownie. Spinowe przewodnictwo holowskie wewnątrz przerwy przy napięciach
większych od krytycznego znika. Zachowanie to jest również dobrze widoczne na rysunku 9.3,

który przedstawia wybrane przekroje rysunku 9.2.

Rysunek 9.3: Wybrane przekroje rys.9.2 dla wybranych wartości napięcia V .
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Podobnie jak w przypadku podwójnej warstwy grafenowej obserwujemy swego rodzaju to-

pologiczne przejście fazowe z fazy spinowego izolatora (obserwowanej dla wartości napięć |V |
mniejszych od pewnej wartości krytycznej, w której spinowe przewodnictwo holowskie dla µ

wewnątrz przerwy energetycznej przyjmuje skwantowaną wartość) do fazy konwencjonalnego

izolatora (dla napięć większych od napięcia krytycznego, w której spinowe przewodnictwo ho-

lowskie znika gdy poziom Fermiego leży wewnątrz przerwy energetycznej).

Podsumowanie

Podsumowując, otrzymaliśmy analityczne wyrażenia na spinowe przewodnictwo holowskie

w silicenie z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita. Pokazaliśmy również, że wewnętrzne

oddziaływanie spin-orbita Rashby ma niewielki wpływ na SEH i w związku z tym spinowe

przewodnictwo jest skwantowane gdy poziom Fermiego leży wewnątrz przerwy energetycznej.

W obecności napięcia bramkującego obserwujemy, tak jak w przypadku podwójnej warstwy

grafenowej, przejście z fazy izolatora spinowego do fazy konwencjonalnego izolatora.
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Spinowy efekt Halla w
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Rozdział 10

Spinowy efekt Halla w

półprzewodnikach IV-VI

W poprzednich rozdziałach omówiony został spinowy efekt Halla w układach dwuwymia-

rowych. Efekt ten występuje również w układach trójwymiarowych. W niniejszym rozdziale

omówimy przypadek układu trójwymiarowego w którym oddziaływanie spin-orbita indukuje

SEH.

W 2004 roku Murakami i in. [15] zasugerowali dwie klasy materiałów półprzewodnikowych,

w których możliwe jest zaobserwowanie skończonego spinowego przewodnictwa holowskiego -

tzw. fazy izolatora spinowego, gdy w układzie nie płynie prąd ładunkowy. Materiały te, to np.

bezprzerwowe półprzewodniki II-VI oraz wykazujące wąską przerwę energetyczną półprzewodniki

IV-VI. Zaproponowane izolatory spinowe, poprzez analogię do kwantowego efektu Halla, powinny

charakteryzować się bezstratnym transportem spinowego prądu holowskiego. W odróżnieniu od

kwantowego efektu Halla, transport ten może odbywać się w układach trójwymiarowych i pod

nieobecność pola magnetycznego. Spinowe przewodnictwo holowskie powinno w tym przypadku

przyjmować skończone, choć nie koniecznie skwantowane wartości oraz silnie zależeć od struktury

pasmowej.

W tym rozdziale rozważymy SEH w półprzewodnikach IV-VI [164]. Półprzewodniki te zbu-

dowane są przez atomy pierwiastków z grupy IV ( Pb, Sn, Ge - metale ) oraz chalikogenki (Te,

Se, S) i krystalizują w strukturze typu NaCl. Struktura soli kuchennej (w odróżnieniu od struk-

tury typu blendy-cynkowej charakterystycznej dla półprzewodników III-V) zachowuje symetrię

względem inwersji, przez co ekstrema pasm pojawiają się dokładnie w punktach Γ, L i X strefy

Brillouina. Zachowana jest także dwukrotna degeneracja Kramersa we wszystkich punktach stre-

fy Brillouina. Ta grupa półprzewodników charakteryzuje się silnym oddziaływaniem spin-orbita,

które prowadzi do pojawienia się w punkcie L wąskiej przerwy energetycznej (0.15 - 0.3 eV) oraz

silnej nieparaboliczności pasm walencyjnych i przewodnictwa w bliskim sąsiedztwie punktu L.

117
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Tak więc, struktura pasmowa w pobliżu każdego punktu L przypomina zależność dla masywnych

fermionów Diraca w przestrzeni trójwymiarowej.

Zależność dyspersyjna w pobliżu punktu L jest dobrze opisana przez sześciopasmowy model

otrzymany przy pomocy metody k · p przez Mitchella i Wallisa oraz Dimmocka. Model ten
pozwala opisać sprzężenie pomiędzy najniższym pasmem przewodnictwa oraz bliskimi pasmami,

a także pomiędzy najwyższym pasmem walencyjnym i najbliższymi pasmami.

Poniżej wyznaczymy wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego i poka-

żemy słuszność postawionej w pracy [15] tezy w odniesieniu do półprzewodników IV-VI.

10.1 Model efektywny dla półprzewodników IV-VI

Zależność dyspersyjna dla niskoenergetycznych stanów w pobliżu punktu L pierwszej strefy

Brillouina dla półprzewodniki IV-VI może być opisana efektywnym hamiltonianem wyprowa-

dzonym przez Dimmocka [165]:

H =





∆+ αt1(k
2
x + k

2
y) + α

l
1k
2
z vt0 (σxkx + σyky) + v

l
0 σzkz

vt0 (σxkx + σyky) + v
l
0 σzkz −∆− αt2(k2x + k2y)− αl2k2z



 . (10.1)

W powyższym hamiltonianie ∆ to połowa przerwy energetycznej, parametry vt,l0 - opisują efek-

tywne sprzężenie pasm wynikające z oddziaływania spin-orbita, αt,l1 ,α
t,l
1 - współczynniki cha-

rakteryzujące energię kinetyczną odpowiednio w paśmie przewodnictwa i walencyjnym, które są

zależne od mas efektywnych elektronów i dziur. Jak widać zarówno parametry opisujące sprzę-

żenie pasm oraz współczynniki kinetyczne wykazują anizotropię (zawierając składowe podłużne

i poprzeczne). Oś z pokrywa się z kierunkiem krystalograficznym (111), a więc przechodzi przez

punkt L.

Hamiltonian (10.1) opisuje spektrum energetyczne w pobliżu jednego punktu L. W przy-

padku rozważanej klasy półprzewodników istnieją cztery nieekwiwalentne punkty L i wkład

od każdego z nich należy uwzgędnić w rachunkach. Kiedy pasma energetyczne są izotropowe

(αt1,2 = αl1,2, v
t
0 = vl0), każdy z punktów L daje jednakowy wkład do przewodnictwa i wówczas

uwzględnienie wkładu od pozostałych punktów L sprowadza się do przemnożenia otrzymanych

wyników przez czynnik p = 4. Jak się jednak okazuje, wiele półprzewodników IV-VI (np. PbTe,

SnTe) wykazuje silną anizotropię (vt0/v
l
0 ⋍ 10 [165]). W przypadku bardzo silnej anizotropii

wkład od pozostałych punktów L może być niewielki (przy wybranym kierunku krystalograficz-

nym) i p ⋍ 1. Tak, więc w ogólności spodziewamy się, że wynik otrzymany dla jednego punktu

L należy przemnożyć przez pewien czynnik p, który jest liczbą z przedziału 〈1; 4〉.
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Jak już wspomnieliśmy półprzewodniki charakteryzują się dużą asymetrią parametrów zwią-

zanych z masą efektywną nośników. Aby zbadać wpływ tej asymetrii, zdefiniujmy nowe para-

metry:

α =
α1 + α2
2

, β =
α1 − α2
2

. (10.2)

Dla przypadku pasm symetrycznych otrzymujemy wówczas βl,t = 0. Hamiltonian Dimmocka

zapisany przez te nowe zmienne jest postaci:

H =





H11 H12

H21 H22



 , (10.3)

gdzie

H11 = ∆+ αt(k2x + k
2
y) + α

lk2z + β
t(k2x + k

2
y) + β

lk2z , (10.4)

H22 = −∆− αt(k2x + k2y)− αlk2z + βt(k2x + k2y) + βlk2z , (10.5)

H12 = H21 = vt0 (σxkx + σyky) + v
l
0 σzkz . (10.6)

10.2 Topologiczny spinowy efekt Halla

Do wyznaczenia wkładu topologicznego do spinowego przewodnictwa holowskiego wykorzy-

stamy formułę (1.8). Operator prędkości przyjmuje następującą postać:

vx,y =
vt0
~





0 σx,y

σx,y 0



+
2
~
αtkx,y





I 0

0 −I



+
2
~
βtkx,y





I 0

0 I



 . (10.7)

W obliczeniach stosujemy definicję prądu spinowego daną równaniem (1.1). Wstawiając do (1.8)

jawne postaci operatorów jszx , vy oraz funkcji Greena Gk(ε) otrzymamy w limicie ω → 0:

σszxy = −i4evt0
2
βt
∫

dε

2π
d3k

(2π)3
k2x

(ε−E1 + µ+ iδ sign ε)2(ε− E2 + µ+ iδ sign ε)2
, (10.8)

gdzie E1,2 to wartości własne hamiltonianu (10.3):

E1 = −
√

vl0
2
k2z + v

t
0
2
k2t + (∆+ k2zαl + k

2
t α
t)2 + k2zβ

l + k2t β
t (10.9)

E2 =
√

vl0
2
k2z + v

t
0
2
k2t + (∆ + k2zαl + k

2
tα
t)2 + k2zβ

l + k2t β
t , (10.10)

gdzie k2t = k
2
x + k

2
y .

Już na podstawie równania (10.8) widać, że spinowe przewodnictwo holowskie znika, gdy

parametr opisujący sprzężenie pasm vt0 = 0. Poza tym, efekt znika, gdy β
t = 0, a więc gdy
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Rysunek 10.1: Zależność dyspersyjna dla rozważanego modelu dla wybranych wartości para-
metru sprzężenia pasm v0. Pozostałe parametry: ∆ = 0.05 eV , α = 6 ~2/2m0 = 2.29 × 10−19

eVm2, β = 0.45 ~2/2m0 = 1.72× 10−20 eVm2 (m0 -masa spoczynkowa elektronu).

wartości składowej poprzecznej (płaszczyzna (x, y)) tensora masy efektywnej dla elektronów i

dziur są takie same.

SEH dla przypadku pasm izotropowych

Rozważymy najpierw przypadek pasm przestrzennie izotropowych: vl0 = v
t
0 = v0, α

l = αt =

α, βl = βt = β. Zależności dyspersyjne dla pasma walencyjnego i przewodnictwa możemy teraz

zapisać następująco:

E1 = −
√

v02k2 + (∆+ k2α)2 + k2β = −E0 + k2β

E2 =
√

v02k2 + (∆+ k2α)2 + k2β = E0 + k2β .

Na rysunku 10.1 wykreślono spektrum energetyczne dla powyższych wyrażeń dla trzech wartości

v0. Sprzężenie między pasmami wprowadza silniejszą nieparaboliczność pasm oraz prowadzi do

redukcji gęstości stanów na poziomie Fermiego µ.

Wykonując całkowanie po ε w (10.8) otrzymujemy, że:

σszxy = σ
sz v
xy + σ

sz c
xy , (10.11)

gdzie σsz vxy , σ
sz c
xy reprezentują wkład od pasma walencyjnego (v) oraz pasma przewodnictwa (v)

i są dane równaniem:

σsz v,cxy = ±ev20β
∫

d3k

(2π)3
f(Ev,c)

k2x
E30

. (10.12)

W powyższym równaniu f(Ev,c) to funkcja rozkładu Fermiego-Diraca odpowiednio dla pasma

walencyjnego i przewodnictwa (dla T = 0K).
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Rysunek 10.2: Wkład ∆σszxy do spinowego przewodnictwa holowskiego jako funkcja położenia
poziomu Fermiego. Zależności wykreślono dla podanych na rysunku wartości ∆. Parametry α i

β wybrano jak na rys. 10.1, natomiast v0 = 5× 10−10 eVm.

Równanie (10.11) możemy zapisać w następującej formie:

σszxy = σ
0 sz
xy −∆σszxy . (10.13)

Składnik σ0 szxy jest wkładem do spinowego przewodnictwa holowskiego pochodzącym od całko-

wicie zapełnionego pasma walencyjnego, natomiast ∆σszxy związany jest z pustą częścią pasma

walencyjnego lub zapełnioną częścią pasma przewodnictwa i wyraża się wzorem:

∆σszxy =
ev20β

6π2

∫ kF

0
dk

k4

[v02k2 + (∆+ k2α)2]3/2
. (10.14)

Chociaż równanie wygląda na symetryczne względem środka przerwy energetycznej, to w rzeczy-

wistości prowadzi do asymetrycznego zachowania. Asymetria ta wynika z jawnej postaci wektora

Fermiego kF , który jest rzeczywistym i dodatnim rozwiązaniem równania:

(α2 − β2)k4F +
(

v20 + 2(α∆+ βµ)
)

k2F +∆
2 − µ2 = 0 (10.15)

i ma różne wartości gdy poziom Fermiego usytuowany jest symetrycznie po przeciwnych stronach

przerwy energetycznej.

Na rysunku 10.2 przedstawiony został wkład ∆σszxy do spinowego przewodnictwa holowskiego

jako funkcja położenia poziomu Fermiego. Na rysunku widoczna jest asymetria między ∆σszxy dla

µ leżącego w paśmie walencyjnym i ∆σszxy dla µ w paśmie przewodnictwa. Zgodnie z definicją

∆σszxy znika gdy poziom Fermiego leży w maksimum pasma walencyjego lub w minimum pasma

przewodnictwa oraz wewnątrz przerwy energetycznej.

Rysunek 10.3 przedstawia ∆σszxy jako funkcję parametru v0 dla wybranych położeń poziomu

Fermiego. Również na tym rysunku widoczna jest asymetria między pasmem walencyjnym i
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Rysunek 10.3: Wkład ∆σszxy do spinowego przewodnictwa holowskiego jako funkcja parametru
sprzężenia v0, dla wybranych wartości potencjału chemicznego µ w paśmie walencyjnym (z lewej)
i w paśmie przewodnictwa (z prawej). Parametry α i β wybrano jak na rys. 10.1, natomiast

∆ = 0.05 eV.

przewodnictwa. Na przedstawionych zależnościach widzimy także, że ∆σszxy osiąga maksimum

dla pewnej wartości v0, a następnie wraz ze wzrostem parametru sprzężenia zmierza do zera.

Również gdy parametr v0 zmierza do zera przewodnictwo spinowe znika. Zachowanie to staje się

zrozumiałe gdy przypomnimy sobie, że dla ustalonej wartości potencjału chemicznego µ wraz

ze wzrostem v0 zmniejsza się liczba nośników (gęstość stanów) co jest wynikiem mocniejszego

odchylenia od parabolicznego charakteru zależności dyspersyjnej (por. rys.10.1).

Równanie (10.13) opisujące całkowite topologiczne spinowe przewodnictwo holowskie oprócz

składnika ∆σszxy zawiera również składnik σ
0 sz
xy dany równaniem:

σ0 szxy =
e β kW

(

k2W (v
2
0 + 2α∆) + 2∆

(

∆− v40
√

k4Wα
2 +∆2 + k2W (v

2
0 + 2α∆)

))

6π2 v20(v
2
0 + 4α∆)

√

k4Wα
2 +∆2 + k2W (v

2
0 + 2α∆)

, (10.16)

w którym kW - wektor odcięcia, będący rozwiązaniem równania:

(α2 − β2)k4W +
(

v20 + 2(α∆ − βW )
)

k2W +∆
2 −W 2 = 0 , (10.17)

gdzieW jest szerokością pasma. W limicie ∆→ 0 i dla skończonej szerokości pasma otrzymujemy
prostą formułę analityczną:

σ0 szxy =
ev20β

6π2

∫ kW

0
dk

k

[v02 + α2k2]3/2
=

ev0βk
2
W

12π2(v20 +
1
2α
2k2W )

. (10.18)

Jeśli położymy kW →∞, to otrzymamy:

σ0 szxy =
ev0β

6π2α2
. (10.19)
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SEH dla przypadku pasm przestrzennie anizotropowych

Przypadek bardziej ogólny dotyczy sytuacji, gdy pasma są przestrzennie asymetryczne.

Wyrażenie opisujące wkład ∆σszxy do spinowego przewodnictwa jest teraz postaci:

∆σszxy =
evt0
2
βt

(2π)3

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ

∫ kF

0
dk
k4 sin3θ cos2φ

ξ(k)
(10.20)

z funkcją ξ(k) = [vl0
2
k2cos2θ + vt0

2
k2sin2θ + (∆ + αlk2cos2θ + αtk2sin2θ)2]3/2.

Przeskalujemy wektor falowy :

k′x = kx
vt0
ṽ0
, k′y = ky

vt0
ṽ0
, k′z = kz

vl0
ṽ0
; ṽ0 = [(vt0)

2vl0]
1/3 (10.21)

i założymy dodatkowo, że spełnione są następujące relacje:

vt0
2

v20
∼= αt

α
∼= βt

β
,

vl0
2

v20
∼= αl

α
∼= βl

β
.

W tej sytuacji wyrażenia opisujące zależność dyspersyjną przybierają formę:

E1 = −
√

ṽ20k
′2 + (∆+ k′2α)2 + k′2β = −E′0 + k′2β

E2 =
√

ṽ20k
′2 + (∆+ k′2α)2 + k′2β = E′0 + k

′2β.

Dokonując zamiany zmiennych całkowania w (10.20) otrzymamy:

∆σszxy =
evt0
3
β

6π2vl0

∫ k′
F

0

k′4

[ṽ20k′2 + (∆ + k′2α)2]3/2
(10.22)

Widzimy więc, że poprzez zamianę zmiennych ({kx, ky , kz} → {k′x, k′y, k′z}) dokonaliśmy ma-
powania układu z anizotropowymi pasmami na układ izotropowy, sprowadzając tym samym

rachunki, do tych przedstawionych powyżej.

Podsumowanie

W rozdziale tym rozważyliśmy wkład topologiczny do SEH w półprzewodnikach IV-VI,

który jest związany z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita tych materiałów. Na podstawie

modelu efektywnego, zaproponowanego przez Dimmocka, pokazaliśmy, że spinowe przewodnic-

two holowskie dla położenia poziomu Fermiego wewnątrz przerwy energetycznej jest niezerowe.
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Przedstawione w tym rozdziale wyrażenia, dla przypadku słabej oraz silnej anizotropii, biorą

pod uwagę wkład od jednego punktu L. Wkład od pozostałych punktów L nie zmieni jakościo-

wo otrzymanych tu wyników, pod warunkiem, że wybierzemy płaszczyznę (x, y) jako prostpadłą

do kierunku krystalograficznego (111). Przypomnijmy również, że o ile obecność domieszek w

układzie może silnie modyfikować spinowe przewodnictwo holowskie, związane z wkładem od

stanów na poziomie Fermiego, gdy poziom ten leży wewnątrz pasma walencyjnego lub przewod-

nictwa, to nie zmieni on wkładu topologicznego.



Podsumowanie

Badania dotyczące indukowanych oddziaływaniem spin-orbita poprzecznych efektów trans-

portowych cieszą się obecnie bardzo dużym zainteresowaniem, szczególnie w kontekście dalszego

rozwoju elektroniki spinowej. W efektach tych upatruje się m.in. możliwość ograniczenia strat

energii, zwiększenia efektywności i szybkości pracy oraz możliwość dalszej miniaturyzacji szeroko

rozumianych tzw. urządzeń spintronicznych, które mają stać się wsparciem lub alternatywą dla

konwencjonalnej elektroniki.

Niniejsza praca została poświęcona teoretycznym badaniom transportu spinowego induko-

wanego spinowym efektem Halla w wybranych modelowych układach. Badania te koncentrowały

się wokół wyznaczenia i badania zachowania spinowego przewodnictwa holowskiego nie tylko w

dwuwymiarowych układach, takich jak heterostruktury półprzewodnikowe, grafen i silicen, ale

również w trójwymiarowym - objętościowym materiale - w półprzewodnikach IV-VI.

Praca została podzielona na cztery części. Część pierwsza (Rozdział 1 i 2) stanowi wprowa-

dzenie w tematykę podjętą w rozprawie. W Rozdziale 1 nakreślone zostały zarówno mechanizmy

prowadzące do spinowego efektu Halla oraz została wprowadzona definicja prądu spinowego i

formalizm wykorzystany w obliczeniach spinowego przewodnictwa holowskiego. Rozdział 2 sta-

nowi przegląd najważniejszych prac eksperymentalnych, w których spinowy efekt Halla został

zmierzony.

Część druga niniejszej rozprawy opisuje SEH w dwuwymiarowym gazie elektronowym -

jako podstawowym modelu opisującym niskowymiarowe struktury półprzewodnikowe, takie jak

studnie kwantowe czy heterozłącza.

Rozdział 3 dotyczy SEH w dwuwymiarowym gazie elektronowym w obecności stałego od-

działywania spin-orbita Rashby i Dresselhausa oraz domieszek. W rozdziale tym omówione zo-

stały, w dużej mierze na podstawie własnych rachunków autora rozprawy, wyniki otrzymane

wcześniej w literaturze. Rozdział ten stanowi także swego rodzaju ilustrację stosowanych w dal-

szych częściach pracy metod wyznaczania spinowego przewodnictwa holowskiego, opartych o

równowagowy formalizm funkcji Greena oraz teorię liniowej odpowiedzi. Pokazano, że dwuwy-

miarowy gaz z jednorodnym oddziaływaniem spinowo-orbitalnym Rashby wykazuje, w szerokich

zakresach koncentracji nośników i wartości parametru sprzężenia, stałą uniwersalną wartość
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spinowego przewodnictwa holowskiego. Jeśli w układzie pojawią się punktowe domieszki, to

efekt ginie. Analogiczne zachowanie obserwujemy, dla przypadku 2DEG z oddziaływaniem spin-

orbita Dresselhausa. Jeśli domieszki generują oddziaływanie spinowo-orbitalne, wówczas wkład

do spinowego przewodnictwa holowskiego dają spinowo-zależne procesy rozproszeniowe - skew

scattering i side jump.

W Rozdziale 4 zaproponowany został opis SEH (oraz innych efektów transportowych za-

chodzących w układzie z oddziaływaniem spin-orbita) w ramach nierównowagowego formalizmu

Keldysha. Metoda stanowi uogólnienie i uzupełnienie wcześniejszych teorii na przypadek dwóch

powierzchni Fermiego pozwalając badać zakres silnego sprzężenia spinowo-orbitalnego. W ra-

mach zaproponowanego formalizmu przedyskutowany został spinowy efekt Halla w obecności

potencjału rozpraszającego od domieszek.

W ostatnim rozdziale dotyczącym dwuwymiarowego gazu elektronowego przedyskutowany

został SEH indukowany fluktuacjami pola Rashby. Najpierw odtworzono otrzymane wcześniej

w literaturze wyniki dla przypadku, gdy w układzie poza fluktuującym wokół zera polem Rash-

by nie ma innego oddziaływania spinowo-orbitalnego. W tej sytuacji SEH, choć nie przyjmuje

uniwersalnej wartości, to jednak jest niezerowy i zależy od całkowitego oraz spinowego czasu

relaksacji. Następnie omówiony został przypadek bardziej ogólny, gdy w układzie poza fluktu-

acjami pola Rashby (wokół zerowej wartości średniej) istnieje oddziaływanie spin-orbita typu

Dresselhausa. W tej sytuacji współzawodnictwo między tymi oddziaływaniami prowadzi do wy-

gaszenia wkładu do przewodnictwa spinowego, pochodzącego od fluktuującego pola Rashby przy

odpowiednio dużym parametrze sprzężenia Dresselhausa.

Część trzecia poświęcona została SEH w grafenie i silicenie, a więc cieszącym się obecnie

dużą popularnością dwuwymiarowym kryształom z grupy IVA. W części tej został szczegóło-

wo omówiony wkład topologiczny do SEH oraz rola domieszek generujących fluktuujące pole

spinowo-orbitalne.

W przypadku monowarstwy atomowej oraz podwójnej warstwy grafenu (Rozdział 6 i 7),

mając na uwadze fakt, że wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego zależy

także od stanów elektronowych poniżej poziomu Fermiego, w obliczeniach wykorzystano poza

modelami efektywnymi, również model ciasnego wiązania pozwalający opisać bardziej szczegóło-

wo spektrum energetyczne tego materiału. W przypadku topologicznego spinowego efektu Halla

w atomowej monowarstwie grafenowej oraz w podwójnej warstwie grafenowej (w ułożeniu typu

Bernala) z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita do opisu wykorzystany został hamiltonian

efektywny oraz model ciasnego wiązania. Spinowe przewodnictwo holowskie w monowarstwie

atomowej przyjmuje stałą i skwantowaną wartość wewnątrz przerwy energetycznej, natomiast

dla położenia poziomu Fermiego µ w paśmie walencyjnym lub przewodnictwa spinowe przewod-

nictwo holowskie zachowuje się symetrycznie względem zmiany znaku µ→ −µ oraz zmierza do
zera dla dużych wartości |µ|. Podobne zachowanie wykazuje spinowe przewodnictwo holowskie
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dla podwójnej warstwy grafenowej. W tym przypadku skwantowana wartość spinowego przewod-

nictwa wewnątrz przerwy energetycznej jest dwa razy większa niż w przypadku monowarstwy

grafenu. Pokazane zostało także, że wyniki dla spinowego przewodnictwa holowskiego w poje-

dynczej i podwójnej warstwie grafenu z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita otrzymane w

ramach modelu ciasnego wiązania i modelu efektywnego są niemalże identyczne.

Omówiony został także przypadek podwójnej warstwy grafenowej w obecności napięcia

bramkującego przyłożonego prostopadle do płaszczyzny warstw. W tej sytuacji obserwuje się

pewne kwantowe przejście fazowe od tzw. spinowego izolatora (dla którego spinowe przewodnic-

two holowskie dla poziomu Fermiego wewnątrz przerwy energetycznej wynosi σszxy = −4e/4π) do
fazy konwencjonalnego izolatora (σszxy = 0 dla położenia poziomu Fermiego wewnątrz przerwy

energetycznej). W przypadku podwójnej warstwy grafenu, w ramach niskoenergetycznego mo-

delu efektywnego, zbadany został także przypadek, w którym każda warstwa grafenowa posiada

inną wartość stałej oddziaływania spin-orbita. Współzawodnictwo pomiędzy przykładanym na-

pięciem i asymetrią w sprzężeniu spin-orbita prowadzi do wyraźnej asymetrii w zachowaniu się

zależności holowskiego przewodnictwa spinowego w funkcji wartości potencjału chemicznego. W

tej sytuacji również obserwuje się przejście od fazy spinowego izolatora do fazy konwencjonalnego

izolatora.

W przypadku monowarstwy grafenu z oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby (gdy we-

wnętrzne oddziaływanie spin-orbita jest zaniedbywalnie małe) obserwuje się pewną różnicę w

wynikach na holowskie przewodnictwo spinowe otrzymanych na podstawie modelu ciasnego wią-

zania i modelu Kane’a. W modelu ciasnego wiązania obserwuje się dodatkowy skok i zmianę

znaku przewodnictwa spinowego gdy poziom Fermiego przechodzi przez lokalne ekstrema zależ-

ności dyspersyjnej w okolicy punktu M strefy Brillouina. W obu modelach obserwujemy asyme-

tryczne zachowanie spinowego przewodnictwa holowskiego względem zmiany znaku potencjału

chemicznego.

W ramach modelu Kane’a, przeanalizowana została także sytuacja, gdy oba oddziaływania

spinowo-orbitalne są niezerowe. W tym przypadku współzawodnictwo obu oddziaływań prowadzi

do anomalnego zachowania spinowego przewodnictwa holowskiego w funkcji położenia poziomu

Fermiego. W szczególności, dla pewnego zakresu parametrów oddziaływań spin-orbita, spinowe

przewodnictwo holowskie wykazuje osobliwość dla µ = ∆so.

W Rozdziale 8 omówiony został SEH w grafenie indukowany fluktuacjami oddziaływania

spin-orbita Rashby. W rozważaniach wykorzystane zostały dwie funkcje korelacji dla parametru

oddziaływania Rashby uwzględniające dwie różne sytuacje fizyczne. Jedna z tych funkcji opisuje

fluktuacje indukowane pofałdowaną strukturą swobodnej warstwy grafenowej, natomiast drugi

korelator modeluje sytuację gdy domieszki są rozmieszczone przypadkowo na powierzchni gra-

fenu oraz pomiędzy podłożem i warstwą grafenową. Pokazano, że w sytuacji gdy oddziaływanie

Rashby jako średnia przestrzenna znika, spinowe przewodnictwo holowskie wynosi (e/4π)(τ/τs)
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niezależnie od formy korelatora i tylko w przypadku gdy całkowity czas relaksacji jest równy

czasowi relaksacji związanemu z odwróceniem spinu, to spinowe przewodnictwo holowskie osią-

ga stałą wartość równą e/4π. Otrzymane wyniki pokazują, że o ile rozpraszanie na domieszkach

osłabia spinowy efekt Halla, to jednak nie wygasza go całkowicie.

Na zakończenie części trzeciej, w Rozdziale 9, rozważony został SEH w dwuwymiarowym

krysztale krzemu - silicenie. Atomy, krzemu tworzą strukturę typu plastra miodu, przy czym dwie

trójkątne podsieci tworzące tą strukturę są rozsunięte przestrzennie, w kierunku prostopadłym

do płaszczyzny kryształu. To sprawia, że zależność dyspersyjna silicenu może być kontrolowana

elektrycznie, dzięki przyłożeniu do jego podsieci różnicy potencjałów. Rozważony został SEH

w silicenie z wewnętrznym oddziaływaniem spin-orbita oraz w obecności napięcia bramkują-

cego. Rachunki zostały przeprowadzone w ramach modelu niskoenergetycznego, co umożliwiło

otrzymanie wyników analitycznych. Pokazano, że przy zaniedbywalnie małym oddziaływaniu

Rashby, spinowe przewodnictwo holowskie przyjmuje skwantowaną wartość, gdy poziom Fermie-

go, µ, leży wewnątrz przerwy energetycznej i wynosi, podobnie jak w monowarstwie grafenowej,

−2e/4π. Jeśli poziom Fermiego leży w paśmie walencyjnym lub przewodnictwa, to spinowe prze-
wodnictwo zanika wraz ze wzrostem wartości |µ|. Gdy przyłożyone jest napięcie bramkujące,
zaobserwowano przejście z fazy spinowego izolatora do fazy klasycznego izolatora - dla wartości

napięć większych od pewnej wartości krytycznej. Takie zachowanie spinowego przewodnictwa

holowskiego jest podobne do zachowania zaobserwowanego w podwójnej warstwie grafenowej.

Ostatnia część rozprawy, Rozdział 10, dotyczy topologicznego wkładu do spinowego prze-

wodnictwa holowskiego w półprzewodnikach IV-VI. Półprzewodniki te należą do grupy półprze-

wodników z wąską przerwą energetyczną i silnym oddziaływaniem spinowo-orbitalnym. Zależność

dyspersyjna w pobliżu punktu L strefy Brillouina ma liniowy charakter. Jest to jedyny rozdział w

niniejszej rozprawie, w którym rozważony został transport spinowy w układzie trójwymiarowym.

Wyniki pokazują, że półprzewodniki te należą do grupy izolatorów spinowych, wykazując nie-

zerowe spinowe przewodnictwo holowskie gdy poziom Fermiego znajduje się wewnątrz przerwy

energetycznej, stanowiąc potwierdzenie postawionej na ten temat hipotezy.

Na zakończenie należy zauważyć, że przedstawione tu wyniki nie wyczerpują podjętego

tematu. Na dalsze badania zasługuje m.in. podwójna warstwa grafenowa oraz silicen z oddziały-

waniem spin-orbita Rashby. Również wpływ fluktuacji oddziaływania spin-orbita na SEH nie jest

jeszcze zbadany w pełni. Spinowy efekt Halla stał się punktem wyjścia do dalszych badań nad

spinowo-zależnymi poprzecznymi efektami transportowymi. Na uwagę zasługują tu między inny-

mi indukowane temperaturą „efekty Halla”. Wśród tych efektów wyróżnić można np. anomalny

i spinowy efekt Nernsta. Interesujący wydaje się być także indukowany termicznie magnonowy

efekt Halla. Autorka niniejszej rozprawy jest obecnie w trakcie obliczeń niektórych z wymienio-

nych tu problemów, natomiast pozostałymi ma nadzieję zająć się w najbliższej przyszłości.



Summary

At the beginning of the seventies Dyakonov and Perel showed that a system with strong

spin-orbit interaction should reveal transverse spin current and spin accumulation in the presence

of external electric field. This phenomenon is now called the spin Hall effect (SHE).

The spin Hall effect strongly depends on the type of spin-orbit coupling and may be either

of intrinsic or extrinsic origin. The extrinsic SHE is associated with scattering mechanisms

(skew scattering and side jump) on impurities and other defects, while the intrinsic SHE is a

consequence of a nontrivial trajectory of charge carriers in the momentum space due to the

spin-orbit contribution of a perfect crystal lattice to the corresponding band structure. This

contribution to SHE will be referred to as the topological one. Spin current originating from the

topological SHE might be dissipationless. Under these circumstances, research on a new class

of materials, the so-called spin insulators, has been initiated. In spin insulators it is possible to

observe spin current even if chemical potential is inside an energy gap.

The aim of this thesis is a theoretical analysis of spin Hall effect in some model systems, like

two dimensional electron gas, atomic monolayer of graphene and silicene, bilayer graphene and

IV-VI semiconductors. The research has been focused on the examination of how various types

of spin-orbit interactions in pure systems (without impurities or defects) affect spin transport

(spin Hall conductivity), and how the presence of impurities modifies the spin Hall current.

The thesis consist of four parts. The first part contains introductory remarks. The Chapter

1 is about the spin Hall effect and its microscopic origin. There are also some remarks on the

definition of spin current and formalism used in this thesis. The Chapter 2 is an overview of the

experimental research on the spin Hall effect.

The Part II (chapters 3-5) is devoted to spin Hall effect in two-dimensional electron gas.

In Chapter 3 the intrinsic spin Hall effect due to constant (spatially uniform) Rashba and

Dresselhaus spin-orbit coupling is discussed. The role of impurities is also considered in this

chapter. The results obtained in Chapter 3 are well known from earlier theoretical works, but

have been obtained by a different method. This chapter is aimed at presenting more precisely

the formalism (formula (1.8), the Kubo-Streda formula, the Feynman diagrams) that is used

in further parts of the thesis. The Chapter 4 contains reformulated Keldysh method that may

129



Summary 130

be applied to system with well separated Fermi surfaces for spin-up and spin-down electrons.

To check this formalism it was applied to the problem of spin Hall effect in two-dimensional

electron gas with constant Rashba coupling and in the presence of impurities. The Chapter 5 is

devoted to spin Hall effect in the presence of fluctuating Rashba field. After discussion of results

available in recent literature, this chapter includes analysis of the two-dimensional electron gas

with constant Dresselhaus coupling and random Rashba field. The Kubo formalism and Feynman

diagrams for the Green functions have been used to solve this problem. It is shown (fig.5.4) that

the contribution to spin Hall conductivity due to random Rashba field is a linear function of the

parameter R (describing correlation length of the field) in the limit of long-range correlations,

but in the case of short-range correlations it is suppressed and vanishes as R2. It is also shown

that this contribution is suppressed for sufficiently strong Dresselhaus spin-orbit coupling.

The third part of this thesis treats of spin Hall effect in atomic monolayer graphene, bilayer

graphene (so called AB and AA stacking) and two-dimensional lattice of silicon atoms - silicene.

In Chaters 6 and 7, among others, the topological spin Hall effect in a single-layer and bilayer

graphene in Bernal stacking with intrinsic spin-orbit interaction is considered. To describe the

relevant electronic spectrum, simplified effective Hamiltonians as well as the full tight-binding

Hamiltonians have been assumed. Spin Hall conductivities obtained in both models almost co-

incide both for the monolayer graphene as well as for the bilayer graphene (with AB stacking).

Thus, to describe intrinsic SHE in these systems one may take the effective Hamiltonians that

allow derivation of some analytical results. For the Fermi level in the energy gap of a bilayer

graphene the spin Hall conductivity is twice as large as that for a single-layer graphene. When

external voltage is applied between the two atomic sheets, one finds a transition from the spin

Hall insulator phase to the conventional insulator. This transition is depicted in fig. 7.3. As vol-

tage increases, the range of quantized spin Hall conductivity shrinks and at some value of V there

is a transition from the spin hall conductivity equal to −4(e/4π) to the spin hall conductivity
equal to 0. The possibility of different spin-orbit coupling parameters in the two atomic sheets

in the framework of low-energy effective Hamiltonian has been considered in Chapter 7. In this

case the interplay of the effects due to the vertical voltage V and asymmetry in the spin-orbit

coupling leads to some asymmetry in conductivity with respect to the sign reversal of the Fermi

level. This asymmetry appears due to the asymmetry of the energy spectrum with respect to

the reflection in the plane E = 0. As in the case with equal spin-orbit parameters, the similar

transition from the spin Hall insulator phase to the conventional insulator behavior is observed

(figs. 7.7,7.8). At the end of Chapter 7 the case of AA stacking bilayer graphene is discussed.

The spin Hall effect due to a constant Rashba coupling in single layer graphene is studied in

Chapter 6. Some difference between the spin Hall conductivity obtained in the tight binding

model and that obtained for the Kane Hamiltonian is observed in this case (fig. 6.6). However,

in the close neighborhood of the Dirac points, the approach based on the effective Hamiltonian

is justified. In the framework of the Kane Hamiltonian, the topological contribution to the spin
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Hall effect assuming both intrinsic and Rashba spin-orbit interaction is also calculated. Chapter

8 concerns the spin Hall effect created by fluctuating Rashba spin-orbit interaction. When the

Rashba parameter vanishes on average, it is shown that the spin Hall conductivity is nonzero

(figs. 8.2, 8.3) and depends on the total and spin relaxation times. Based on this calculation

it is evident that potential scattering by defects suppresses the spin Hall effect but does not

suppress it to zero. In Chapter 9 it is shown that in silicene with an external gate voltage there

is a transition from the spin Hall insulator phase (with quantized spin Hall conductivity when

the Fermi level is inside the energy gap) at low bias to the conventional insulator behavior at

higher voltages (with zero spin Hall conductivity when Fermi level is inside the gap) - similar to

the transition observed in the case of bilayer graphene (figs. 9.2, 9.3).

The last part concerns the spin Hall effect in three-dimensional system like IV-VI semi-

conductors. The topological spin Hall conductivity is calculated using linear response theory

and equilibrium Green functions. Due to strong spin-orbit interaction and peculiar electronic

spectrum in this class of semiconductors, the spin Hall conductivity is nonzero even if the Fermi

level lies inside the energy gap. Thus, according with earlier predictions, IV-VI semiconductors

are spin insulators.



Dodatek A

Wkład topologiczny do SEH w

2DEG: formuła Kubo-Stredy

W Rozdziale 3 omówiony został wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holow-

skiego dla dwuwymiarowego gazu elektronowego ze stałym oddziaływaniem spin-orbita Rashby

i Dresselhausa. Na podstawie formuły (1.8) otrzymaliśmy znane z literatury wyrażenia (3.26),

(3.29) i (3.33).

Wyrażenie (1.8) jest równoważne z formułą Kubo-Stredy i daje te same wyniki. W ni-

niejszym dodatku przeanalizujemy 2DEG z oddziaływaniem spin-orbita typu Rashby stosując

formułę Kubo-Stredy i przedyskutujemy sens fizyczny wkładu topologicznego do SEH.

Efektywny hamiltonian jednocząstkowy dla 2DEG z oddziaływaniem Rashby jest postaci:

H =
~
2k2

2m
+ α(σxky − σykx) , (A.1)

a jego wartości własne wynoszą:

Ek± =
~
2k2

2m
± αk . (A.2)

Funkcja Greena odpowiadająca (A.1) jest postaci:

GRk (ε) =
ε− ~

2k2

2m + α(σxky − σykx)
(ε− Ek+ + i0+)(ε − Ek− + i0+)

(A.3)

i może być zapisana w następującej formie:

GRk (ε) = G
0R
k 0(ε)σ0 +G

R
k x(ε)σx +G

R
k y(ε)σy (A.4)
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gdzie:

GRk 0(ε) =
1
2

(

GRk+(ε) +G
R
k−(ε)

)

, (A.5)

GRk x(ε) =
1
2
sin(φ)

(

GRk+(ε)−GRk−(ε)
)

, (A.6)

GRk y(ε) = −
1
2
cos(φ)

(

GRk+(ε)−GRk−(ε)
)

, (A.7)

przy czym:

GRk± =
1

ε− Ek± + i0+
. (A.8)

Zakładając obecność domieszek, które wprowadzają punktowy, krótkozasięgowy potencjał

rozpraszający (jak w podrozdziale 3.4.1) obliczamy w pierwszym przybliżeniu Borna energię

własną:

ΣRk = niV
2
0

∫

d2k

(2π)2
GRk (ε) . (A.9)

Powyższe wyrażenie przyjmuje prostą analityczną formę:

ΣRk = −
i

4
niV

2
0 (ν+ + ν−)σ0 = −iΓσ0 , (A.10)

gdzie ν± = mk
~2k±αm to gęstości stanów odpowiednio dla podpasma E±, a ni - koncentracja

domieszek. Uśrednioną po konfiguracjach funkcję Greena wyznaczamy z zależności:

[

GR
]−1
= ε−H = ε−H0 − ΣR =

[

GR
]−1
− ΣR (A.11)

i otrzymujemy:

GRk (ε) =

(

ε− ~2k2

2m + iΓ
)

σ0 + α(σxky − σykx)
(ε− Ek+ + iΓ) (ε− Ek− + iΓ)

. (A.12)

Tak jak poprzednio

GRk (ε) = GRk 0(ε)σ0 + GRk x(ε)σx + GRk y(ε)σy (A.13)

gdzie:

GRk 0(ε) =
1
2

(

GRk+(ε) + GRk−(ε)
)

, (A.14)

GRkx(ε) =
1
2
sin(φ)

(

GRk+(ε)− GRk−(ε)
)

, (A.15)

GRk y(ε) = −
1
2
cos(φ)

(

GRk+(ε) − GRk−(ε)
)

, (A.16)

natomiast

GRk± =
1

ε− Ek± + iΓ
. (A.17)
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Na podstawie (A.1) otrzymujemy wyrażenia na operatory prędkości:

vx =
~

m
kxσ0 −

α

~
σy vy =

~

m
kxσ0 +

α

~
σx . (A.18)

Operator gęstości prądu spinowego, zgodnie z definicją (1.1), przyjmuje postać:

ĵszx =
~
2

2m
kxσz . (A.19)

Tak więc szukamy wkładu topologicznego do spinowego przewodnictwa holowskiego na pod-

stawie formuły Kubo-Stredy:

σszxy = σ
sz I
xy + σ

sz II
xy . (A.20)

Zgodnie z poczynionymi w Rozdziale 1 uwagami, σsz Ixy sprowadza się w zasadzie do obliczenia

σ
sz I(a)
xy , które dane jest równaniem (1.11). Stosując diagramowy rachunek zaburzeń Feynmana

możemy zapisać:

σsz Ixy ≈ σsz I(a)xy = σsz Ipxy + σ
sz Id
xy + σ

sz SJ
xy + σsz SSxy , (A.21)

Kolejne składniki w powyższym równaniu, to odpowiednio wkład od diagramu podstawowego,

wkład od sumy diagramów drabinkowych, diagramy związane z procesem typu side jump i skew

scattering. Diagramy te przedstawione zostały w Rozdziale 1 na rysunku 1.3. Wkład topologiczny

do SEH, to wkład, który nie jest związany z procesami rozpraszania, a więc: σsz Ipxy + σ
sz II
xy .

Rozważmy najpierw składnik σsz IIxy , który zgodnie z (1.13) jest postaci
1:

σsz IIxy =
e~

4π

∫

dεf(ε)Tr

{

ĵszx G
R(ε)vy

∂GR(ε)
∂ε

− jszx
∂GR(ε)
∂ε

vyG
R(ε)

−jszx
∂GA(ε)
∂ε

vyG
A(ε) + jszx G

A(ε)vy
∂GA(ε)
∂ε

}

. (A.22)

Wykorzystując (A4)-(A8) oraz fakt, że

∂G±
∂ε
= −G2± , (A.23)

oraz

GR+G
R
−(G

R
+ −GR−)−GA+GA−(GA+ −GA−) = 2iIm

{

GR+G
R
−(G

R
+ −GR−)

}

(A.24)

dostajemy:

σsz IIxy = −
e~2

2π

∫

d2k

(2π2)

∫

dε
αk

m
cos2(φ)f(ε)Im

{

GRk+G
R
k−(G

R
k+ −GRk−)

}

. (A.25)

1Ponieważ, zgodnie z tym co zostało napisane w Rozdziale 1, w limicie niskiej koncentracji domieszek tylko
wolny od domieszek wkład do σsz IIxy jest istotny, więc od razu zamiast funkcji G położono funkcje G
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Po zapisaniu GR± w jawnej postaci powyższe wyrażenie daje się zapisać w następującej formie:

σsz IIxy = −
e~2

2π

∫

d2k

(2π2)

∫

dε
αk

m
cos2(φ)f(ε)(Ek+ −Ek−)

×Im
{

1
(ε−Ek+ + iδ)2(ε− Ek− + iδ)2

}

. (A.26)

Wykonując całkowania po ε dostajemy:

σsz IIxy = −
e~2

2π

∫

d2k

(2π2)
αk

m
cos2(φ)(Ek+ − Ek−)

×
[

Im
{

πδ(Ek+ − µ)
(Ek+ − Ek−)2

+
πδ(Ek− − µ)
(ε− Ek− + iδ)2

}

− 2
(Ek+ − Ek−)3

Im {ln(Ek+ − µ− iδ) − ln(Ek− − µ− iδ)}
]

= I1 + I2 . (A.27)

Całkując po wektorze falowym otrzymamy ostatecznie, że

I1 = −
e

8π
= −I2 . (A.28)

W związku z tym:

σsz IIxy = 0 . (A.29)

Czyli, dla dwuwymiarowego gazu elektronowego z oddziaływaniem spin-orbita Rashby σsz IIxy , a

więc składnik związany z topologią struktury pasmowej, który zależy od stanów poniżej poziomu

Fermiego, znika.

Obliczmy teraz wkład od diagramu podstawowego:

σsz Ipxy =
e~

2π

∫

d2k

(2π)2
Tr{jszx GR(µ)vyGA(µ)} . (A.30)

Wyrażenie to przyjmuje postać:

σsz Ipxy = i
e~2

4π

∫

dkk

2π
αk

2m

(

GRk+(µ)GAk−(µ)− GRk−(µ)GAk+(µ)
)

. (A.31)

Ponieważ całka:

1
2π

∫

dkk
αk

2m

(

GRk+(µ)GAk−(µ)− GRk−(µ)GAk+(µ)
)

= −i 1
4m
(ν+ + ν−) , (A.32)

gdzie w powyższym wyrażeniu ν± są gęstościami stanów na poziomie Fermiego. Wykonując

drobne przekształcenia algebraiczne otrzymamy:

σsz Ipxy =
e

8π
. (A.33)
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Widać więc, że wkład topologiczny do spinowego przewodnictwa holowskiego

σszxy = σ
sz Ip
xy + σ

sz II
xy =

e

8π
. (A.34)

Otrzymaliśmy identyczny wynik, jak w Rozdziale 3, gdzie stosowaliśmy formułę (1.8). Na

podstawie powyższych rachunków widoczne jest od razu pochodzenie uniwersalnej wartości spi-

nowego przewodnictwa holowskiego w omawianym modelu. Tak zwany wkład topologiczny zwią-

zany jest w ogólności z wkładem σsz IIxy generowanym przez topologię struktury pasmowej (ma-

jącym czysto kwantowy charakter) oraz wkładem do spinowego przewodnictwa (nie zależnym

od procesów rozproszeniowych) pochodzącym od stanów elektronowych na poziomie Fermiego.

Ponieważ w przypadku 2DEG σsz IIxy znika, nie dziwi więc tak silna - prowadząca do całkowitego

wygaszania efektu - odpowiedź spinowego przewodnictwa holowskiego na obecność domieszek w

układzie.
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[16] M. König, S. Wiedmann, C. Brüne, A. Roth, H. Buhmann, L. W. Molenkamp, X.-L. Qi,

and S.-C. Zhang, Quantum Spin Hall Insulator State in HgTe Quantum Wells, Science

318, 766 (2007).

[17] L. Fu and C. L. Kane, Topological insulators with inversion symmetry, Phys. Rev. B 76,

045302 (2007).

[18] X.-L. Qi, T. L. Hughes, and S.-C. Zhang, Topological field theory of time-reversal invariant

insulators, Phys. Rev. B 78, 195424 (2008).

[19] D. Xiao, Y. Yao, Z. Fang, and Q. Niu, Berry-Phase Effect in Anomalous Thermoelectric

Transport , Phys. Rev. Lett. 97, 026603 (2006).

[20] S. Zhang, S. Tewari, and S. D. Sarma, Berry-phase-mediated topological thermoelectric

transport in gapped single and bilayer graphene, Phys. Rev. B 79, 245424 (2009).

[21] C.-P. Chuu, M.-C. Chang, and Q. Niu, Semiclassical dynamics and transport of the Dirac

spin, Solid State Commun. 150, 533 (2010).

[22] Y. Onose, T. Ideue, H. Katsura, Y. Shiomi, N. Nagaosa, and Y. Tokura, Observation of

the Magnon Hall Effect , Science 329, 297 (2010).

[23] E. Hall, On a New Action of the Magnet on Electric Currents, Amer. J. Math. 2, 287

(1879).

[24] N. Nagaosa, A New State of Quantum Matter , Science 318, 758 (2007).

[25] N. A. Sinitsyn, Semiclassical theories of the anomalous Hall effect , J. Phys.:Cond. Matt.

20, 023201 (2008).

[26] N. Nagaosa, J. Sinova, S. Onoda, A. H. MacDonald, and N. P. Ong, Anomalous Hall

Effect , Rev. Mod. Phys. 82, 1539 (2010).

[27] A. Crepieux and P. Bruno, Theory of the anomalous Hall effect from the Kubo formula

and the Dirac equation, Phys. Rev. B 64, 014416 (2001).

[28] M. I. Dyakonov and A. V. Khaetskii, Spin Hall effect, in Spin Physics in Semiconductors,

edited by M. I. Dyakonov, chapter 8, Springer, Berlin, 2008.

[29] H. A. Engel, E. I. Rashba, and B. I. Halperin, Handbook of Magnetism and Advanced

Magnetic Materials, in Spintronics and Magnetoelectronics, edited by H. Kronmuller and

S. Parkin, volume 5, John Willey, New York, 2007.

[30] G. Vignale, Ten Years of Spin Hall Effect , J. Supercond. Nov. Magn. 23, 3 (2010).



Bibliografia 140

[31] P. Nozieres and C. Lewiner, A simple theory of the anomalous Hall effect in semiconduc-

tors, J. Phys. (Paris) 34, 901 (1973).

[32] N. F. Mott, The electrical conductivity of transition metals, Proc. Roy. Soc. (London) A

153, 699 (1936).

[33] I. Zutić, J. Fabian, and S. D. Sarma, Spintronics: Fundamentals and applications, Rev.

Mod. Phys. 76, 323 (2004).

[34] J. F. Gregg, I. Petej, E. Jouguelet, and C. Dennis, Spin electronics - a review , J. Phys.

D: Appl. Phys. 35, R121 (2002).

[35] J. Shi, P. Zhang, D. Xiao, and Q. Niu, Proper Definition of Spin Current in Spin-Orbit

Coupled Systems, Phys. Rev. Lett. 96, 076604 (2006).

[36] S. Murakami, N. Nagaosa, and S. C. Zhang, Dissipationless Quantum Spin Current at

Room Temperature, Science 301, 1348 (2003).

[37] J. Sinova, D. Culcer, Q. Niu, N. A. Sinitsyn, T. Jungwirth, and A. H. MacDonald, Universal

Intrinsic Spin Hall Effect , Phys. Rev. Lett. 92, 126603 (2004).

[38] J. Schliemann and D. Loss, Dissipation effects in spin-Hall transport of electrons and

holes, Phys. Rev. B 69, 165315 (2004).

[39] J. Schliemann and D. Loss, Spin-Hall transport of heavy holes in III-V semiconductor

quantum wells, Phys. Rev. B 71, 085308 (2005).

[40] D. Culcer, J. Sinova, N. A. Sinitsyn, T. Jungwirth, A. H. MacDonald, and Q. Niu, Se-

miclassical Spin Transport in Spin-Orbit-Coupled Bands, Phys. Rev. Lett. 93, 046602

(2004).

[41] S. Murakami, N. Nagaosa, and S.-C. Zhang, SU(2) non-Abelian holonomy and dissipa-

tionless spin current in semiconductors, Phys. Rev. B 69, 235206 (2004).

[42] N. Sugimoto, S. Onoda, S. Murakami, and N. Nagaosa, Spin Hall effect of a conserved

current: Conditions for a nonzero spin Hall current , Phys. Rev. B 73, 113305 (2006).

[43] R. Kubo, A General Expression for the Conductivity Tensor , Can. J. Phys. 34, 1274

(1956).

[44] A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, and I. E. Dzyaloshinski, Methods of quantum field theory

in statistical physics, Dover, Nev York, 1963.

[45] G. D. Mahan, Many Particle Physics, Plenum Press, New York, 1990.

[46] J. Rammer and H. Smith, Quantum field-theoretical methods in transport theory of metals,

Rev. Mod. Phys. 58, 323 (1986).



Bibliografia 141

[47] G. D. Mahan, Quantum transport equation for electric and magnetic fields, Physics

Reports (Rev. Sect. Lett.) 58, 251, North–Holland, Amsterdam (1987).

[48] J. Rammer, Quantum Transport Theory, Westview Press, a Member of the Perseus Books

Group, 2004.

[49] V. K. Dugaev, P. Bruno, M. Taillefumier, B. Canals, and C. Lacroix, Anomalous Hall

effect in a two-dimensional electron gas with spin-orbit interaction, Phys. Rev. B 71,

224423 (2005).

[50] N. A. Sinitsyn, A. H. MacDonald, T. Jungwirth, V. K. Dugaev, and J. Sinova, Anomalous

Hall effect in a two-dimensional Dirac band: The link between the Kubo-Streda formula

and the semiclassical Boltzmann equation approach, Phys. Rev. B 75, 045315 (2007).

[51] T. S. Nunner, N. A. Sinitsyn, M. F. Borunda, V. K. Dugaev, A. A. Kovalev, A. Abanov,

C. Timm, T. Jungwirth, J. Inoue, A. H. MacDonald, and J. Sinova, Anomalous Hall effect

in a two-dimensional electron gas, Phys. Rev. B 76, 235312 (2007).

[52] L. Smrecka and P. Streda, Transport coefficients in strong magnetic fields, J. Phys. C:

Solid State Phys. 10, 1977 (1977).

[53] P. Streda, Theory of quantised Hall conductivity in two dimensions, J. Phys. C: Solid

State Phys. 15, L717 (1982).

[54] A. Bastin, C. Lawinier, O. Betbeder-Matiber, and P. Nozieres, Quantum oscillations of

the Hall effect of a fermion gas with random impurity scattering , J. Phys. Chem. Solids

32, 1811 (1971).

[55] M.-F. Yang and M.-C. Chang, Streda-like formula in the spin Hall effect , Phys. Rev. B

73, 073304 (2006).

[56] J. Wunderlich, B.-G. Park, A. C. Irvine, L. P. Zarbo, E. Rozkotova, P. Nemec, V. Novak,

J. Sinova, and T. Jungwirth, Spin Hall Effect transistor , Science 330, 1801 (2010).

[57] S. Zhang, Spin Hall effect in the presence of spin diffusion, Phys. Rev. Lett. 85, 393

(2000).
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